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Introduction

Cette thèse est centrée sur la conception et l’implantation d’algorithmes efficaces permet-
tant la résolution d’équations polynomiales en une variable f = 0. Le préalable à tout travail
centré sur ce problème consiste à définir ce qu’on appelle «résolution d’une équation polyno-
miale f = 0».

Nous nous plaçons ici dans le cadre du calcul formel. Par «résolution» d’une équation po-
lynomiale f = 0 de degré n, nous entendons ici disposer d’outils informatiques permettant le
calcul symbolique avec les racines d’un polynôme en une variable f . Pour cela, nous devons
disposer d’une représentation du plus petit corps contenant les racines de f , le corps de décom-
position de f , mais aussi de l’action du groupe de Galois de f sur cette représentation. Cette
problématique est centrale en théorie de Galois effective. L’axe de recherche développé dans
cette thèse est l’exploitation d’informations partielles sur le groupe de Galois de f afin de cal-
culer efficacement une représentation du corps de décomposition de f . Il nous faut maintenant
expliciter ce qu’on entend par représentation de ce corps de décomposition.

Représentations du corps de décomposition

Historiquement, le problème du calcul de corps de décomposition fut abordé par la com-
munauté mathématique via la recherche de formules closes pour exprimer les racines d’un
polynôme en une variable en fonction des valeurs de ses coefficients. Les résultats d’Abel et
Galois ont montré que cette voie aboutissait à une impasse pour des degrés supérieurs ou égaux
à 5. Des approches relevant de l’algèbre commutative et de la géométrie algébrique effectives
pour les degrés n > 5 ont alors été développées pour représenter le corps de décomposition
d’un polynôme en une variable : il s’agit de définir ce corps comme l’algèbre quotient de l’an-
neau des polynômes en n variables par l’idéal engendré par les relations algébriques vérifiées
par les racines de f . Obtenir un tel idéal peut se faire soit par des calculs de factorisations dans
des extensions algébriques soit par des calculs de résolvantes. D’autres méthodes exploitent
certaines informations sur le groupe de Galois du polynôme pour faciliter le calcul de son
corps de décomposition. Nous détaillons cet historique ci-dessous.
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État de l’art
Formules closes. Exprimer les racines d’un polynôme à l’aide des opérations élémentai-
res +, −, ×, / et de l’extraction de racines est un problème ancien. M. al Khwārizmῑ fut le
premier à se donner explicitement cet objectif ; objectif repris avec succès pour le degré 3 (Car-
dan, Scipione del Ferro, Tartaglia) et pour le degré 4 (Cardan, Ferrari). La non-résolubilité des
équations polynomiales génériques de degré 5 fut prouvée par Abel en 1826 (voir [4]). Galois
étendit ce résultat au degré n > 5 (voir [28]) en donnant la condition nécessaire et suffisante
qui, reformulée en termes modernes, s’écrit

Un polynôme est résoluble par radicaux si et seulement si son groupe de Ga-
lois est résoluble.

Les possibilités offertes par le calcul formel permirent à D. Lazard d’exprimer les racines
d’un polynôme de groupe de Galois résoluble à l’aide de formules closes pour le degré 5
(voir [46]). Cette approche diffère de celle de [23] de par les branchements qui interviennent
au cours des calculs des expressions radicales. Même si de telles formules existent en théorie
pour n > 7, leurs calculs seraient particulièrement coûteux (voir [46]) et resteraient limités
aux cas des polynômes de groupe de Galois résoluble. C’est pourquoi, dans cette thèse, nous
privilégions l’étude de méthodes plus généralistes que nous présentons ci-dessous.

Factorisations successives. En s’appuyant sur la construction de L. Kronecker d’une ex-
tension algébrique de corps (voir [39]) mais aussi sur les travaux de F. Mertens (voir [50]),
N. Tchebotarev construit un corps de décomposition de f ∈ K[X] sous forme d’une algèbre
quotient (voir [66]) :

K ' k[x1, x2, . . . , xn]/M ,

oùM est un idéal maximal de l’anneau K[x1, . . . , xn] des polynômes en les variables x1, . . . , xn.
Un tel idéalM, appelé idéal des relations de f , décrit l’ensemble des relations algébriques vé-
rifiées par un n-uplet (α1, . . . , αn) de racines de f . Pour ce faire, on représente d’abord K(α1)
par K[X]/f puis on factorise le polynôme étudié f dans K(α1) ce qui permet de représen-
ter K(α1, α2) par K(α1)[X] quotienté par un des facteurs calculés et ainsi de suite jusqu’à
obtenir K(α1, . . . , αn). L’idéal des relations ainsi obtenu est le noyau de l’homomorphisme
d’évaluation :

K[x1, . . . , xn] −→ K(α1, . . . , αn)

P (x1, . . . , xn) −→ P (α1, . . . , αn).

Ce type d’approche répond au problème de la construction de corps de décomposition d’un
polynôme de groupe de Galois quelconque par le calcul d’un idéal des relations.
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Les algorithmes de factorisation dans des extensions algébriques permettent cette construc-
tion (voir [59, 6]). H. Anai, M. Noro, et K. Yokoyama, dans [6], ont réalisé des implantations
de cette construction.

En pratique, ces algorithmes peuvent s’avérer très coûteux en temps et en espace car ils
n’exploitent pas le fait que la factorisation d’un polynôme sur un corps de rupture dépend
fortement du groupe de Galois de ce polynôme. Ceci entraîne, dans certains cas, des factori-
sations inutiles dans des extensions de degré potentiellement très élevé. De plus, à l’issue de
ces calculs, l’action du groupe de Galois de f sur ses racines reste inconnue et son calcul doit
encore être réalisé.

Calculs de résolvantes. Pour caractériser les équations polynomiales résolubles de degré
n > 5, Galois utilise des polynômes auxiliaires qui furent étudiés par Lagrange : ce sont les
résolvantes. Il s’agit de l’un des outils de base en théorie de Galois effective jusqu’alors prin-
cipalement utilisé pour le calcul du groupe de Galois d’un polynôme et qui a fait l’objet de
nombreuses améliorations (voir [8, 10, 30, 47, 57, 62, 64]). Les résolvantes peuvent permettre
d’obtenir deux types d’information : une information sur le groupe de Galois du polynôme et
des relations algébriques entre les racines du polynôme.

À partir de l’ensemble triangulaire de polynômes des modules de Cauchy de f qui en-
gendre l’idéal des relations symétriques S (voir [19] ou [66]), il est théoriquement possible
de calculer un idéal des relations M en rajoutant à S un polynôme obtenu par un calcul de
résolvantes (voir [8]). Cette méthode est similaire à celles fondées sur des calculs d’éléments
primitifs. Lorsque le degré de f est trop élevé, cette méthode devient impraticable : le degré
des extensions se retrouve en effet dans le degré du polynôme obtenu par ce biais.

L’algorithme GaloisIdéal d’A. Valibouze (voir [70]) diminue la difficulté du problème
en le décomposant en plusieurs étapes (L. Ducos propose une approche similaire dans [22]).
Cet algorithme fait appel à des calculs de résolvantes pour construire une chaîne ascendante
d’idéaux appelés idéaux de Galois :

I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Is =M,

où I1 est, par défaut, l’idéal des relations symétriques S. Le calcul de l’idéal Ii+1 à partir
de l’idéal Ii nécessite de connaître un ensemble de polynômes engendrant Ii et un groupe
Li de Sn appelé injecteur de Ii. Dans [71], A. Valibouze propose une généralisation de cet
algorithme en traitant le cas où les injecteurs ne sont pas nécessairement des groupes. Le coût
de cet algorithme est dû aux calculs de résolvantes qu’il effectue et s’élève d’autant plus qu’il
y a de sous-groupes maximaux contenus dans l’injecteur L.
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Utilisation d’informations sur le groupe de Galois. Les implantations des algorithmes de
calcul du groupe de Galois d’un polynôme permettent d’atteindre le degré 23 (voir [13]) alors
que le calcul d’un corps de décomposition peut s’avérer difficile, voire infaisable, pour des
polynômes de degré inférieur à 10 (par exemple, les algorithmes actuels ne permettent pas,
dans des temps raisonnables, de calculer l’idéal des relations d’un polynôme admettant pour
groupe de Galois le groupe alterné de degré n > 8). Il est donc naturel de chercher à tirer profit
d’informations sur le groupe de Galois du polynôme, pour faciliter le calcul de son corps de
décomposition.

La première des informations sur le groupe de Galois que l’on peut tenter d’exploiter est
sa résolubilité. Celle-ci est utilisée dans les articles [40, 42, 43, 7, 35]. Ces différents travaux
permettent d’obtenir une expression radicale de chacune des racines d’un polynôme résoluble
par radicaux mais les coûts en place de ces expressions sont tels qu’ils s’avèrent inexploitables
(voir [46]).

Lorsque le centre du groupe de Galois d’un polynôme est non trivial, M. A. Gómez Molle-
da propose d’exploiter cette propriété pour obtenir une représentation des racines de f (voir [33]).

Le calcul d’un corps de décomposition d’un idéal de Galois d’un polynôme de groupe de
Galois diédral D5 fait l’objet d’un travail de B. K. Spearman et de K. S. Williams (voir [63]).
Le cas général du groupe diédral Dn, pour n > 5 a été traité par G. Renault, dans [34], en
utilisant certaines techniques présentées dans cette thèse .

De manière plus générale, lorsque le groupe de Galois G d’un polynôme est connu, la
théorie de Galois classique ou les résultats de [10] assurent que tout idéal des relations est
engendré par un ensemble triangulaire de polynômes f1(x1), . . . , fn(x1, . . . , xn) et permet de
connaître le degré du polynôme fi en la variable xi uniquement à partir de G. Déterminer un
idéal des relations se ramène alors au calcul des coefficients des polynômes f1, . . . , fn.

À partir d’approximations des racines et en supposant connue l’action d’une représentation
symétrique du groupe de Galois sur celles-ci, K. Yokoyama propose de calculer ces coefficients
par interpolation (voir [75]). Cette approche s’avère rapidement inapplicable lorsque le nombre
de coefficients devant être calculé est trop élevé. Récemment, G. Renault et K. Yokoyama ont
amélioré cette technique en diminuant le nombre de coefficients devant être calculé (voir [34]).
Cette amélioration est basée en partie sur une généralisation des techniques utilisées dans le
chapitre 4 et aboutit à un algorithme efficace de calcul de corps de décomposition.

Choix d’une représentation. La représentation du corps de décomposition d’un polynôme
en une variable par un ensemble triangulaire engendrant l’idéal des relations algébriques sa-
tisfaites par les racines du polynôme considéré est la plus pertinente. En effet, celle-ci permet
de calculer modulo l’idéal des relations ainsi encodé et son calcul peut être atteint et optimisé
dès que des informations portant sur le groupe de Galois sont connues.
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Contributions

Les algorithmes de calcul d’un corps de décomposition d’un polynôme à base de factori-
sations dans des extensions algébriques n’utilisent pas d’informations sur le groupe de Galois
du polynôme. Ceci entraîne des calculs inutiles et coûteux. Les travaux présentés ici exploitent
les informations sur le groupe de Galois du polynôme provenant de ces factorisations afin de
construire des corps de décomposition. Plus précisement, ces algorithmes à base de factorisa-
tion font apparaître, au cours de chacune de leurs étapes, des relations algébriques entre les
racines du polynôme mais aussi des informations partielles sur le groupe de Galois de ce poly-
nôme. Un objectif que nous nous sommes donné tout au long de cette thèse est de nous donner
des moyens algorithmiques permettant d’exploiter conjointement ces deux types d’informa-
tions.

Atteindre notre objectif passe par une étude des idéaux de Galois qui définissent des en-
sembles de relations algébriques liant les racines d’un polynôme. En effet, les relations al-
gébriques obtenues dans les algorithmes procédant par factorisations successives permettent
de construire des idéaux de Galois qui étaient peu utilisés jusqu’alors. En collaboration avec
G. Renault et A. Valibouze, nous avons été amenés à étudier les idéaux de Galois quelconques
et, en particulier, leurs injecteurs. Un injecteur est un ensemble de permutations permettant de
décrire toute la variété d’un idéal de Galois à partir d’un point de celle-ci.

La notion d’injecteur joue un rôle fondamental dans nos travaux en fournissant un cadre
naturel pour décrire le treillis des idéaux de Galois d’un polynôme et pour établir des pré-
calculs ainsi que pour exprimer la complexité de nos algorithmes. L’étude de ces ensembles
particuliers de permutations nous ont permis de limiter les coûts des calculs algébriques, ce
qui constitue l’un des principaux axes des résultats que nous présentons.

Avec G. Renault et A. Valibouze, nous avons étudié les relations entre les groupes de Galois
d’un polynôme et ceux de ses facteurs sur un corps de rupture afin de pouvoir faire appel aux
informations portant sur le groupe de Galois liées à cette factorisation. Cette étude complète
celle de L. Soicher et J. McKay (voir [62]) en précisant non seulement les degrés des facteurs
de rupture d’un polynôme mais aussi leurs groupes de Galois. Cette étude se présente sous
forme de table appelée tables de rupture. Ces tables sont utiles en théorie de Galois directe :
elle permettent d’obtenir des informations sur le groupe de Galois d’un polynôme à partir de
ses facteurs et fournit des informations pour le calcul de corps de décomposition. En théorie
de Galois inverse, ces tables sont un moyen simple pour produire des polynômes de groupe de
Galois donné à coefficients dans une extension simple d’un corps K à partir de polynômes à
coefficients dans K de groupe de Galois connu.
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Le groupe de décomposition d’un idéal I de k[x1, . . . , xn] est l’ensemble des permutations
qui laissent globalement invariant cet idéal :

Dec(I) = {σ ∈ Sn | ∀f ∈ I, σ.f ∈ I} .

Les algorithmes de calcul du groupe de décomposition d’un idéal triangulaire que nous avons
élaborés, interviennent naturellement en théorie de Galois mais ne sont pas spécifiques à ce
cadre. Le calcul de ce groupe intervient après le calcul d’un corps de décomposition dans le cas
des algorithmes procédant par factorisations successives : ce groupe est alors la représentation
du groupe de Galois associé à l’idéal des relations obtenu. Plus généralement, le calcul de ce
groupe dans le cas d’un idéal de Galois fournit des informations sur les injecteurs de cet idéal.
Ces algorithmes font appel à la notion d’ensemble fort de générateurs d’un groupe (voir, par
exemple, [61, 60, 17]). L’étude de la complexité de ces algorithmes appliqués aux idéaux de
Galois passe par une généralisation d’un théorème de prolongement dû à H. Anai, N. Noro
et K. Yokoyama (voir [6]). Cette généralisation fait appel à la notion d’injecteur d’un idéal
de Galois pour donner une interprétation des parcours d’arbres effectués par nos algorithmes.
Le premier de ces algorithmes, nommé Generateurs, réalisé en collaboration avec I. Adel-
jaoued, G. Renault et A. Valibouze, améliore l’algorithme Strong_Generators de [6] en
terme de complexité et de temps de calcul. Le second algorithme, appelé EFG, est issu d’un
travail personnel. Il améliore les deux algorithmes précédents en temps et en complexité. Le
tableau comparatif ci-dessous recense les complexités de ces trois algorithmes en terme de
tests d’appartenance à l’idéal I (dans ce tableau, φ(L) désigne un entier pouvant être calculé à
partir de tout injecteur L de I).

Algorithme Strong_Generators Generateurs EFG
Idéaux de relations O(n4) O(n3) O(n2)

Idéaux de Galois purs Non applicable O(n3) O(n2)
Idéaux de Galois Non applicable Factorielle O

(
n2φ(L)

)

Afin de calculer efficacement des corps de décomposition de polynômes, les contributions
ci-dessus permettent de compenser les faiblesses des algorithmes procédant par factorisations
successives et de l’algorithme GaloisIdéal (voir Paragraphe 1.5). Les étapes les plus coû-
teuses des algorithmes procédant par factorisations sont les dernières : au fur et à mesure des
calculs, les degrés des extensions algébriques auxquels appartiennent les coefficients des po-
lynômes sont de plus en plus élevés et ces polynômes doivent être factorisés. Ceci alors que
l’algorithme GaloisIdéal a un comportement généralement inverse. En collaboration avec
G. Renault et A. Valibouze, nous avons alors élaboré un algorithme mixte de calcul de corps de
décomposition d’un polynôme. À partir d’une factorisation d’un polynôme f sur l’un de ces
corps de rupture, nous montrons comment exploiter les informations sur le groupe de Galois
de f et les facteurs irréductibles provenant de cette factorisation pour obtenir un idéal de Ga-
lois et l’un de ces injecteurs. Ces deux entrées sont nécessaires à l’algorithme GaloisIdéal
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pour calculer un idéal des relations. La première entrée s’obtient en construisant un idéal de
Galois I à partir des modules de Cauchy des facteurs de f . La principale difficulté est ici de
fournir à l’algorithme GaloisIdéal la deuxième entrée qui lui est nécessaire, c’est à dire
un injecteur de l’idéal I . Pour spécifier cet algorithme mixte à l’étude d’un degré donnée, la
plus part des calculs et des tests qui interviennent peuvent être pré-établis. Dans ce cadre, nous
utilisons l’action de certaines représentations symétriques du groupe de Galois de f sur les
polynômes engendrant I pour obtenir de nouvelles relations algébriques. D’un point de vue
expérimental, la spécification de cet algorithme en degré 8 montre qu’il améliore de beaucoup
et parfois de façon spectaculaire les algorithmes procédant par factorisations successives car
nous tenons compte et exploitons les informations sur le groupe de Galois de f fournies par
ces factorisations.

Les méthodes employées pour l’élaboration de cette méthode mixte permettent d’obtenir
des idéaux de Galois de polynôme ainsi que leurs injecteurs. Nous avons montré que la donnée
d’un injecteur d’un idéal de Galois I permet d’obtenir un idéal de Galois pur J contenant
I ainsi que l’unique injecteur de J . Ce résultat, issus d’un travail personnel, prouve que la
technique utilisées dans l’algorithme mixte qui permettent d’obtenir des relations algébriques
par des action de groupes sur un ensemble triangulaire engendrant I aboutit toujours à un idéal
de Galois pur.

Pour utiliser récursivement la notion d’injecteur dans les algorithmes de calcul de corps
de décomposition procédant par factorisations successives, ainsi que pour utiliser notre algo-
rithme mixte au cours de ces factorisations, il est nécessaire de savoir déterminer un injecteur
d’un idéal de Galois d’un polynôme réductible et séparable. Ceci nous a amené à établir un
résultat qui permet de déterminer un idéal de Galois d’un tel polynôme ainsi que l’injecteur de
cet idéal à partir d’idéaux de Galois et d’injecteurs de ses facteurs irréductibles.

Description des chapitres
Une description plus détaillée du contenu et des contributions de chacun des chapitres fi-

gure dans les introductions de chacun d’entre eux.
Les polynômes utilisés à titre d’illustration tout au long de cette thèse sont extraits de la base
de données de G. Malle et J. Klüners (voir [38] et [37]), disponible sur internet à l’adresse :
http ://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/compalg/minimum/.

Les implantations de nos différents algorithmes ont été réalisées en MAGMA (voir [13]).
Le choix de ce logiciel de calcul symbolique a été motivé, d’une part, parcequ’il réunit l’en-
semble des algorithmes nécessaires à toutes nos implantations (bases de Gröbner, bases de
données, groupes, polynômes de groupe de Galois donné. . .) et, d’autre part, parceque ce lo-
giciel est actuellement le seul qui permette le calcul de groupes de Galois sur des extensions
algébriques.
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Le chapitre 1 est une synthèse de résultats théoriques qui seront utilisés dans les cha-
pitres 3, 4, 5 et 6. Ces résultats proviennent de différents articles (voir [5, 10, 19, 66, 70]), de
travaux collaboratifs réalisés avec G. Renault et A. Valibouze, mais aussi de résultats person-
nels. La première partie de ce chapitre rassemble des résultats d’algèbre classiques portant sur
les idéaux d’un anneau de polynômes (bases de Gröbner et idéaux triangulaires). Nous nous
intéressons ensuite à deux types d’idéaux de Galois particuliers, les idéaux des relations sy-
métriques et les idéaux des relations, avant de porter notre attention sur les idéaux de Galois
généraux. Parallèlement aux idéaux de Galois, nous abordons la notion d’injecteur d’un idéal
de Galois afin de décrire la variété d’un idéal de Galois et le treillis des idéaux de Galois d’un
polynôme. Cette notion permet d’établir des précalculs aux chapitres 4 et 5 mais aussi d’expri-
mer la complexité des algorithmes du chapitre 3. Au dernier paragraphe de ce chapitre, nous
donnons une description de l’algorithme GaloisIdéal.

Le chapitre 2 est consacré aux tables de rupture permettant l’étude du lien existant entre le
groupe de Galois d’un polynôme irréductible et ceux de ses facteurs irréductibles sur un corps
de rupture. Les tables de rupture jusqu’au degré 10 sont jointes en annexe (voir Annexe A).
L’information sur le groupe de Galois du polynôme obtenue par l’intermédiaire des facteurs de
rupture d’un polynôme ainsi que les informations portant sur les bases de Gröbner d’idéaux de
relations seront exploitées au chapitre 4. Différentes applications possibles de ces tables sont
abordées dans ce chapitre.

Au chapitre 3, nous présentons les algorithmes Generateurs et EFG pour le calcul du
groupe de décomposition d’un idéal triangulaire ainsi que leurs études de complexité. Ces al-
gorithmes nous seront utiles au chapitre 4 pour des calculs d’injecteurs d’idéaux de Galois.
Ce chapitre s’achève sur des comparaisons en temps entre eux mais aussi avec l’algorithme
Strong_Generators de [6]. Une implantation de cet algorithme est jointe en annexe (voir
Annexe B).

Le chapitre 4 porte sur un algorithme mixte de calcul d’un corps de décomposition. Nous
y exploitons les informations portant sur le groupe de Galois (voir Chapitre 2) et les facteurs
irréductibles obtenu par une factorisation d’un polynôme sur un corps de rupture pour fournir
à l’algorithme GaloisIdéal les deux entrées qui lui sont nécessaires : un idéal de Galois
et l’un de ses injecteurs. Au premier paragraphe de ce chapitre, nous construisons un idéal de
Galois à partir des facteurs de rupture de ce polynôme. La principale difficulté est alors d’ob-
tenir l’un des injecteurs de cet idéal ce qui fait l’objet du paragraphe 4.2 ; les algorithmes du
chapitre 3 nous serons alors utiles. L’algorithme de calcul d’un injecteur de l’idéal de Galois
obtenu et l’algorithme mixte de calcul d’un corps de décomposition font l’objet des para-
graphes 4.2.4 et 4.3. Le paragraphe 4.4 utilise l’action des groupes de Galois possibles pour
obtenir, sans calcul, de nouvelles relations algébriques. La principale difficulté sera là aussi
d’obtenir un injecteur de l’idéal obtenu. Nous utiliserons ensuite nos différents résultats pour
élaborer un algorithme de calcul de corps de décomposition pour un degré donné. Ces outils
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sont alors mis en œuvre au paragraphe 4.5 pour le degré 8. Les temps de calcul de l’algorithme
obtenu sont ensuite comparés avec ceux de l’algorithme procédant par factorisations succes-
sives exposé dans l’article [6].

Au chapitre 5, nous utilisons la donnée d’un injecteur L de I pour construire un idéal de
Galois pur contenant I . Dans certaines situations, une base de Gröbner de l’idéal I ′ peut être
obtenu sans calcul uniquement à partir de L et d’une base de Gröbner de I . Nous appliquons
ensuite ce résultat à des idéaux de Galois au paragraphe 5.2. Ceci complète et simplifie l’étude
faite au paragraphe 4.4.

Le chapitre 6 porte sur le calcul d’un idéal des relations d’un polynôme réductible séparable
f . À partir d’idéaux de Galois de ces facteurs irréductibles et d’injecteurs de ces idéaux, nous
montrons comment obtenir un idéal de Galois de f et un injecteur de cet idéal. Le dernier
paragraphe de ce chapitre présente des exemples d’applications de ce résultat pour le calcul
d’un corps de décomposition d’un polynôme.
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Chapitre 1

Idéaux de Galois

Dans ce chapitre, nous décrivons les principaux objets mathématiques que nous sommes
amenés à considérer dans nos algorithmes. La notion d’idéal de Galois, centrale dans ce cha-
pitre, est due à A. Valibouze qui la définit dans [70]. Un idéal de Galois d’un polynôme décrit
un ensemble de relations algébriques vérifiées par les racines de ce polynôme. Commençons
par remarquer qu’il existe plusieurs idéaux de Galois pour un même polynôme.

L’idéal des relations symétriques entre les racines d’un polynôme (voir Définition 1.2.2)
est un des exemples les plus simples d’idéaux de Galois. Les idéaux des relations entre les
racines d’un polynôme sont eux aussi des exemples d’idéaux de Galois. Ils tiennent une place
centrale en théorie de Galois effective car la donnée d’un idéal des relations permet le calcul
symbolique dans le corps de décomposition d’un polynôme. La première construction d’un
idéal des relations est due à N. Tchebotarev (voir [66]). Cette construction théorique procède
par factorisations successives et repose sur les constructions de corps abstraits de L. Kronecker
(voir [39]).

Pour construire un idéal des relations, A. Valibouze décrit dans [70] un algorithme de calcul
d’un idéal des relations Ir d’un polynôme f . Cet algorithme, appelé GaloisIdéal, est décrit
au paragraphe 1.5. L’algorithme GaloisIdéal construit une chaîne croissante d’idéaux de
Galois,

I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Ir,

dont le premier terme est un idéal de Galois de f qui peut être l’idéal des relations symé-
triques de f . Pour contrôler cette construction, à chaque idéal de Galois apparaissant dans
cette chaîne est associé un ensemble de permutations : un injecteur de cet idéal (voir Défini-
tions 1.1.25 et 1.4.8). Un injecteur d’un idéal de Galois permet de décrire la variété d’un idéal
de Galois à partir d’un seul élément de cette variété. Dans [70], A. Valibouze ne considérait
que des idéaux de Galois dont les injecteurs sont les groupes de décomposition de ces idéaux
(voir Définition 1.1.26). Dans cette thèse, nous avons été amenés à considérer des idéaux de
Galois n’ayant pas cette propriété algébrique.
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Dans les chapitres 3, 4, 5 et 6 ainsi que dans celui-ci, nous utiliserons cette notion cen-
trale d’injecteur pour décrire le treillis des idéaux de Galois d’un polynôme, pour établir des
précalculs ainsi que pour exprimer la complexité de certains algorithmes.

Savoir déterminer un injecteur d’un idéal de Galois sera l’une des principales difficultés
que nous rencontrerons pour l’élaboration d’un algorithme au chapitre 4. Ce problème sera
résolu grâce à la proposition 1.4.11 et à son corollaire 1.4.12, issus d’un travail personnel, qui
assure de pouvoir déterminer un injecteur de tout idéal de Galois.

Les définitions et les résultats indépendants de la théorie de Galois effective, auxquels
nous ferons appel, sont introduits dans le paragraphe 1.1 de ce chapitre. Le paragraphe 1.2 est
consacré aux idéaux des relations symétriques. La notion d’idéal des relations entre les racines
d’un polynôme est définie au paragraphe 1.3. Nous ferons le lien entre ce type d’idéal et la
théorie de Galois classique (corps de décomposition et groupe de Galois). Nous nous intéres-
serons ensuite à l’action du groupe symétrique sur l’ensemble des idéaux des relations d’un
polynôme afin d’expliciter plus avant le lien entre ces idéaux. Le paragraphe 1.4 de ce chapitre
porte sur les idéaux de Galois. Nous y définissons la notion d’injecteur d’un idéal de Galois
pour ensuite faire le lien entre injecteur, variété et groupe de décomposition. Nous établirons
ensuite une correspondance entre idéaux de Galois et parties de Sn regroupant ainsi certains
résultats de ce chapitre. Au paragraphe 1.5, nous décrirons le fonctionnement de l’algorithme
GaloisIdéal.

Les résultats de ce chapitre proviennent de différents articles (voir [5, 10, 19, 66, 69, 72,
70]) et d’un travail collaboratif avec G. Renault et A. Valibouze (voir [52]).
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Dans tout ce chapitre, nous utiliserons les notations suivantes :
– K désigne un corps parfait et K̄ une clôture algébrique de K ;
– K[x1, . . . , xn] est l’anneau des polynômes en les n variables algébriquement indépen-

dantes x1, . . . , xn ;
– X désigne le n-uplet (x1, . . . , xn) ;
– le groupe symétrique de degré n est noté Sn.

Toutes les extensions algébriques que nous serons amenés à considérer seront supposées être
contenues dans K̄.

1.1 Anneaux de polynômes - idéaux
Dans ce paragraphe, nous abordons les bases de Gröbner d’idéaux polynômiaux. Ces en-

sembles de polynômes interviennent naturellement en théorie de Galois effective (par exemple,
dans le calcul d’un corps de décomposition d’un polynôme).

1.1.1 Base de Gröbner
Définition 1.1.1. Un monôme en les n variables (ou indéterminées) x1, . . . , xn est un produit
xd1

1 . . . xdn
n où (d1 . . . , dn) ∈ Nn. Le monôme xd1

1 . . . xdn
n est aussi noté Xd.

L’ensemble des monômes muni de la multiplication est un monoide d’élément neutre 1 =
x0

1 . . . x0
n.

Un terme est le produit d’un monôme par un élément non nul de K.
Tout polynôme est une somme finie de termes.

Définitions 1.1.2. Un ordre admissible ≺ est un ordre total sur l’ensemble des monômes qui
satisfait les axiomes :

– 1 ≺ m1 ;
– si m1, m2 et m3 sont trois monômes alors

m1 ≺ m2 ⇒ m1m3 ≺ m2m3 .

Soit f un polynôme non nul et ≺ un ordre admissible sur l’ensemble des monômes. Le
monôme initial de f , noté init(f), est le plus grand monôme qui apparaît dans f.

Pour n > 1, il existe plusieurs manières d’ordonner les monômes en x1, . . . , xn. Pour
nos implantations d’algorithme, deux ordres admissibles particuliers vont nous être utiles. Le
premier est l’ordre lexicographique : cet ordre interviendra naturellement lors de la détermi-
nation de bases de Gröbner d’idéaux de Galois. Le second, plus adapté aux calculs, est l’ordre
grevlex.
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Définitions 1.1.3. L’ordre lexicographique induit par x1 < x2 < · · · < xn est défini par :

xd1
1 . . . xdn

n ≺ x
d′1
1 . . . xd′n

n ssi il existe s ∈ [[1, n]] tel que





dj = d′j pour j < s

et
ds < d′s .

L’ordre grevlex (graded lexicographic order) est défini par :

xd1
1 . . . xdn

n ≺ x
d′1
1 . . . xd′n

n ssi





∑n
i=1 dj <

∑n
i=1 d′j

ou, en cas d’égalité,
∃s ∈ [[1, n]], dj = d′j pour j < s et ds < d′s .

Donnons nous un ordre admissible ≺ sur K[x1, . . . , xn]. Un tel ordre permet de générali-
ser l’algorithme de division euclidienne des polynômes en une variable aux cas des polynômes
en plusieurs variables. Des polynômes f1, . . . , fs et g de K[x1, . . . , xn] étant donnés, il s’agit
de calculer des polynômes q1, . . . , qs et h tels que g = q1f1 + · · · + qsfs + h. Cette générali-
sation de l’algorithme de division euclidienne peut s’écrire :

Algorithme 1.1.4.
Fonction NF (f1, . . . , fs, g) ;

/* Entrées : . Les polynômes f1, . . . , fs et g ;
Sortie : . des polynômes q1, . . . , qs et h tels que g = q1f1 + · · ·+ qsfs + h. */

Pour i ∈ [[1, n]] Faire
. qi = 0 ;
Fin Pour ;
h = 0 ;
Tant Que g 6= 0 Faire
. E := {i ∈ [[1, n]] | init(fi) divise init(g)} ;
. Si E 6= ∅ Alors
. . i := Min(E) ;
. . qi := qi + init(g)

init(fi)
;

. . g := g − init(g)
init(fi)

fi ;
. Sinon
. . g := g − init(g) ;
. . h := h + init(g) ;
. Fin Si ;
Fin Tant Que ;
Retourner q1, . . . , qn, h ;
Fin Fonction



Idéaux de Galois 19

La suite des monômes initiaux de la variable g est strictement décroissante dans la boucle
Tant Que. Lorsque le nombre de monômes inférieurs à un monôme donné et supérieurs à
tous les monômes initiaux init(f1), . . . , init(fs) est fini, la boucle Tant Que est exécutée un
nombre fini de fois et la terminaison de l’algorithme est assurée.

Le problème fondamental de cet algorithme est la non-unicité du reste obtenu : ce reste
dépend de l’ordre des polynômes f1, . . . , fs fournis en arguments. En effet, considérons les
polynômes g(x1, x2) = x2

1x2 + 1, f1(x1, x2) = x1 x2− x1 et f2(x1, x2) = x2
1− 1 de K[x1, x2]

et munissons l’anneau K[x1, x2] de l’ordre lexicographique ; l’appel NF(f1, f2, g) retourne le
reste nul alors que l’appel NF(f2, f1, g) retourne le reste −x2 + 1. En particulier, si aucune
autre contrainte n’est imposée aux polynômes f1, . . . , fs, l’algorithme ne permet pas de tester
l’appartenance d’un polynôme g à l’idéal engendré par f1, . . . , fs. Les bases de Gröbner,
définies ci-après, apportent une solution à ce problème d’unicité.

Définition 1.1.5. Soient I un idéal non nul de l’anneau K[x1, . . . , xn] et B = {f1, . . . , fs}
un ensemble de s polynômes non nuls de I .

L’idéal initial de I est l’idéal engendré par l’ensemble des monômes {init(f) | f ∈ I}.
L’ensemble B est une base de Gröbner de l’idéal I si l’idéal initial de I est engendré par

l’ensemble {init(f1), . . . , init(fn)}.

Le théorème suivant, reformulé en termes de base de Gröbner, est dû à D. Hilbert.

Théorème 1.1.6. (voir [11] ou [21]) Tout idéal I non nul de K[x1, . . . , xn] admet une base
de Gröbner et est engendré par cette base.

Le premier algorithme permettant le calcul d’une base de Gröbner d’un idéal à partir d’un
système de générateurs de cet idéal est dû à B. Buchberger (voir [15]). De nombreuses amé-
liorations de cet algorithme ont été réalisées (par exemple, voir [16] et [25]). Actuellement, la
plus efficace est l’algorithme F5 de Jean-Charles Faugère (voir [26]).

Théorème 1.1.7. (voir [11] ou [21]) Soient I un idéal de K[X] et B = {f1, . . . , fs} un
ensemble de s polynômes de I .
L’ensemble B est une base de Gröbner de I si et seulement si pour tout polynôme g de K[X],
il existe un unique polynôme h de K[X] tel que





g − h ∈ I

et
∀i ∈ [[1, n]], init(h) < init(fi).
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Le théorème 1.1.7 permet d’assurer l’unicité du reste h retourné par l’algorithme 1.1.4 et
permet, en particulier, de tester l’appartenance d’un polynôme à un idéal. Ce résultat justifie la
définition suivante.

Définition 1.1.8. Le polynôme h de la proposition précédente s’appelle la forme normale de
f modulo {f1, . . . , fs} et se note NF (f).

Définition 1.1.9. Une base de Gröbner {f1, . . . , fs} d’un idéal I est dite réduite si, pour tout
i ∈ [[1, n]], fi est égal à sa forme normale modulo {f1, . . . , fs} \ {fi}.

Proposition 1.1.10. (voir [11] ou [21]) Pour un ordre admissible donné, un idéal de K[x1, . . . , xn]
admet une unique base de Gröbner réduite.

1.1.2 Idéaux triangulaires

Idéaux triangulaires et bases de Gröbner

Les ensembles triangulaires de polynômes constituent un domaine de recherche important
de par les applications qu’ils offrent (par exemple, voir [3, 10, 9, 55, 74]). Dans le cadre
particulier des idéaux de Galois, une définition moins générale des idéaux triangulaires nous
sera utile. Nous utiliserons les définitions suivantes qui sont dues à D. Lazard.

Définition 1.1.11. (voir [45]) Un idéal de K[X] est dit triangulaire s’il est engendré par un
ensemble triangulaire de polynômes

{f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)} ,

tel que, pour tout i ∈ [[1, n]], il existe di ∈ N∗ tel que init(fi) = xdi
i .

Un ensemble triangulaire est dit séparable si l’idéal qu’il engendre est radical.

Proposition 1.1.12. Soit I un idéal triangulaire de K[X] engendré par un ensemble triangu-
laire séparable de polynômes

{f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)} .

L’ensemble {f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)} est une base de Gröbner de l’idéal I re-
lativement à l’ordre lexicographique.
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Démonstration. Soit f ∈ I . Il existe n polynômes q1, . . . , qn de K[X] tels que f =
∑n

i=1 qi fi.
Le monôme init(f) est donc égal à init(qi fi) = init(qi) init(fi). Ainsi, tout monôme de
l’ensemble {init(f) | f ∈ I} appartient à l’idéal engendré par l’ensemble {f1, . . . , fn}. La
proposition découle alors de la définition d’une base de Gröbner.

Le calcul d’une forme normale modulo un ensemble triangulaire

{f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)}

relativement à l’ordre lexicographique peut se réaliser à l’aide de pseudo-divisions eucli-
diennes. Un polynôme P de K[x1, . . . , xn] étant donnés, la pseudo-division euclidienne de
P par fi relativement à la variable xi consiste à effectuer la division euclidienne de P par fi

considérés comme polynômes à coefficients dans K[x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn] en la variable
xi. La forme normale de P modulo {f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)} s’obtient alors en
effectuant les pseudo-divisions euclidiennes

Proposition 1.1.13. Soit P ∈ K[x1, . . . , xn]. Notons (ri)i∈{1,...,n} la suite de K[x1, . . . , xn]
définie inductivement comme suit : rn = P et , pour tout i ∈ {1, . . . , n − 1}, ri−1 est le reste
de la pseudo-division euclidienne de ri par fi relativement à la variable xi.

Le polynôme r1 est la forme normale de P modulo I .
En particulier, nous avons l’équivalence :

(P ∈ I) ssi (r1 = 0).

L’algorithme 1.1.4, appliqué à l’ensemble triangulaire {f1, f2, . . . , fn} et dans lequel la
fonction auxiliaire init retourne le monôme initial d’un polynôme pour l’ordre lexicogra-
phique, correspond à une implantation de cette proposition.

Variété d’un idéal triangulaire

Notations 1.1.14. Soit I un idéal de K[X]. La K-variété associée à l’idéal I , notée V (I), est
défini par :

V (I) = {α ∈ K̄n | ∀g ∈ I, g(α) = 0} .

Définition 1.1.15. Un idéal I de K[X] est dit de dimension nulle si V (I) est un ensemble fini.

Un idéal de dimension nulle n’est pas nécessairement triangulaire mais peut toujours
s’écrire comme intersection d’idéaux triangulaires (voir [55] et [45]).
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Définition 1.1.16. Soit V une partie de K̄n. Notons πi la projection de K̄n sur K̄i qui a tout
n-uplet associe ses i premières coordonnées et Vi la projection πi(V ).

La partie V est dite équiprojectable si, pour tout i ∈ [[1, n]] et tout β ∈ Vi, le cardinal
ci = Card(π−1

i (β)) ne dépend que de i. Ceci revient à dire que le nombre ci de prolongements
d’un i-uplet β ∈ Vi en un élément de V ne dépend que de i.

Pour tout i ∈ [[1, n]], nous noterons di l’entier ci+1 /ci. l’entier di correspond au nombre de
prolongements de tout élément de Vi en un élément de Vi+1.

Le théorème suivant, dû à P. Aubry et A. Valibouze, caractérise les idéaux triangulaires de
dimension nulle. Il montre que la liste des degrés (degx1

(f1), . . . , degxn
(fn)) d’une base de

Gröbner d’un idéal triangulaire I ne dépend que de la variété de cet idéal. Ce théorème justifie
la définition 1.1.18.

Théorème 1.1.17. (voir [10]) Soit V une K-variété de dimension nulle de K̄n. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. il existe un ensemble triangulaire séparable {f1, f2, . . . , fn} de K[X] tel que V =
V (〈f1, f2, . . . , fn〉) ;

2. V est équiprojectable.

De plus, lorsque ces conditions sont réalisées, nous avons, avec les notations précédentes,
∀i ∈ [[1, n]], di = degxi

(fi).

Ce théorème permet de poser la définition suivante.

Définition 1.1.18. Soit I un idéal triangulaire de dimension nulle. Le n-uplet L(I) défini par

L(I) = (degx1
(f1), . . . , degxn

(fn))

est appelé liste des degrés initiaux de I . Nous noterons degxi
(I) le iième élément de la liste

L(I).

Le théorème 1.1.17 a pour corollaire immédiat.

Corollaire 1.1.19. Soit I un idéal triangulaire. Nous avons,

Card(V (I)) =
n∏

i=1

degxi
(I). (1.1.1)

Le cardinal de la variété d’un idéal engendré par un ensemble triangulaire séparable de
polynômes s’obtient donc par une simple lecture des degrés des monômes initiaux de ces
générateurs.
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1.1.3 Action de Sn sur les idéaux
Dans toute la suite, nous allons considérer l’action naturelle du groupe symétrique Sn sur

l’algèbre K[X] :

Sn ×K[x1, x2, . . . , xn] −−−→ K[x1, x2, . . . , xn]

(σ, P (x1, . . . , xn)) −−−→ σ.P = P (xσ(1), . . . , xσ(n)) .

Toute permutation σ ∈ Sn définit ainsi un automorphisme d’algèbre de K[X]. En particu-
lier, nous avons la propriété immédiate suivante.

Proposition 1.1.20. L’automorphisme induit par σ ∈ Sn sur K[x1, . . . , xn] conserve la
radicalité (respectivement, la maximalité) des idéaux de K[X].

Définition 1.1.21. (voir [14, Définition 2, page 36]) Soit I un idéal de K[X]. Le groupe de
décomposition de l’idéal I , noté Dec(I), est le stabilisateur de I sous l’action de Sn ; c’est à
dire l’ensemble des permutations de Sn laissant globalement invariant cet idéal :

Dec(I) = {σ ∈ Sn | σ.I = I}.

Le groupe de décomposition d’un idéal I peut être calculé à partir d’une base de Gröbner
de I (le calcul de ce groupe dans le cas d’un idéal triangulaire est l’objet du chapitre 3).

Notations 1.1.22. Dans toute la suite, les notations suivantes sont utilisées.
– Pour toute permutation σ ∈ Sn et tout sous-groupe G de Sn, le conjugué σGσ−1 de G

est noté Gσ.
– Soit E un ensemble. Le groupe Sn agit sur l’ensemble des n-uplets d’éléments de E en

posant, pour tout σ ∈ Sn et tout (e1, e2, . . . , en) ∈ En,

σ.(e1, e2, . . . , en) = (eσ(1), eσ(2), . . . , eσ(n)) .

Remarque 1.1.23. L’action de Sn sur les n-uplets d’éléments de E est une action à droite. En
effet, si σ1 et σ2 deux permutations de Sn et (e1, e2, . . . , en) ∈ En, nous avons l’égalité

σ1. (σ2.(e1, e2, . . . , en)) = (σ2σ1)(e1, e2, . . . , en) .

L’usage en théorie de Galois effective est de noter cette action à gauche.

Proposition 1.1.24. Pour tout idéal I de K[X] et toute permutation σ ∈ Sn, nous avons les
égalités :

1. Dec(σ.I) = Dec(I)σ ;

2. V (σ.I) = σ−1.V (I) = {(ασ(1), . . . , ασ(n)) | (α1, α2, . . . , αn) ∈ V (I)}.
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Démonstration. La première assertion provient de la suite d’égalité

Dec(σ.I) = {τ ∈ Sn | (τσ).I = σ.I} = {τ ∈ Sn | σ−1τσ ∈ Dec(I)} = Dec(I)σ .

Les égalités successives

V (σ.I) = {β ∈ K̄n | ∀h ∈ I, (σh)(β) = 0}
= {β ∈ K̄n | ∀h ∈ I, h(σ.β) = 0}
= {σ.α ∈ K̄n | ∀h ∈ I, h(α) = 0}
= σ.V (I).

prouvent la seconde assertion.

La définition ci-dessous, de l’injecteur d’un idéal dans un autre, prolonge celle du fixateur
d’un idéal définie dans [70]. Dans le paragraphe 1.4 et les chapitres 3, 4, 5 et 6, nous verrons
que cette notion fournit un cadre théorique adapté aux idéaux de Galois : elle permet d’inter-
préter des calculs, de déterminer la complexité de certains algorithmes mais aussi d’effectuer
des précalculs.

Définition 1.1.25. Soient I et J deux idéaux de K[X]. L’injecteur de I dans J , noté Inj(I, J),
est l’ensemble des permutations de Sn défini par :

Inj(I, J) = {σ ∈ Sn | σ.I ⊂ J} .

Proposition 1.1.26. (Voir [70]) Si I est un idéal de K[X] alors

Dec(I) = Inj(I, I) .

Démonstration. Par définition de Dec(I) et de Inj(I, I), nous avons l’inclusion Dec(I) ⊂
Inj(I, I).
Montrons l’inclusion réciproque. L’ensemble Inj(I, I) est un groupe puisque ce sous-ensemble
de Sn est stable pour le produit. Soit σ ∈ Inj(I, I). Nous avons σ−1 ∈ Inj(I, I) et donc
simultanément les inclusions σ.I ⊂ I et σ−1.I ⊂ I , d’où l’égalité σ.I = I . Ainsi, nous avons
Inj(I, I) ⊂ Dec(I).

Le groupe de décomposition d’un idéal I est donc le stabilisateur de cet idéal pour l’action
naturelle de Sn sur K[X]. Dans [70], les groupes de décomposition des idéaux intervenants
dans les calculs de corps de décomposition sont suffisants pour décrire la variété d’un idéal de
Galois ; d’où le terme de fixateur défini dans cette thèse.



Idéaux de Galois 25

1.2 Idéal des relations symétriques d’un polynôme
Dans toute la suite de ce chapitre, f désigne un polynôme de degré n à coefficients dans

K. Quitte à diviser f par le coefficient de son monôme en xn, nous supposerons le polynôme
f unitaire :

f(x) = xn +
n∑

i=1

(−1)iai x
n−i .

Les n racines de f dans la clôture algébrique K̄ de K seront notées α1, . . . , αn.

Définition 1.2.1. Pour tout j ∈ [[1, n]], la jème fonction symétrique élémentaire sj en les n
indéterminées x1, . . . , xn est le polynôme de K[X] défini par :

sj(X) =
∑

1≤i1<i2<···<ij≤n

xi1 · · · xij .

Les racines de f vérifient les relations de Newton :

∀j ∈ [[1, n]], sj(α1, . . . , αn) = aj . (1.2.1)

Nous sommes alors amenés à poser la définition suivante :

Définition 1.2.2. L’idéal de K[X] engendré par les n polynômes

s1(X)− a1, s2(X)− a2, . . . , sn(X)− an

est appelé l’idéal des relations symétriques de f .

L’idéal de relations symétriques de f est stable sous l’action de Sn.

Exemple 1.2.3. Considérons le polynôme f de Q[X] défini par :

f(x) = x6 − 3x5 − 2x4 + 9x3 − x2 − 4x + 1 .

L’idéal des relations symétriques de f est engendré par les 6 polynômes :

s1 + 3, s2 − 2, s3 − 9, s4 − 1, s5 + 4, s6 + 1

Définitions 1.2.4. (voir [5]) Les fonctions interpolaires d’Ampere de f sont les polynômes de
K[X] définis inductivement par f1(x) = f(x) et, pour tout i ∈ [[1, n]],

fi(x1, . . . , xi−1, x) =
fi−1(x1, . . . , xi−2 , x)− fi−1(x1, . . . , xi−2 , xi−1)

x− xi−1
.

Pour tout i ∈ [[1, n]], le ième module de Cauchy de f est le polynôme fi(x1, . . . , xi−1, xi).
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La proposition suivante est une reformulation modernisée d’un résultat dû à Cauchy.

Proposition 1.2.5. (voir [19] et [66]) L’idéal des relations symétriques de f est engendré par
les n modules de Cauchy de f .

Remarquons que, d’après la proposition 1.1.12, l’ensemble triangulaire des n modules de
Cauchy de f forme une base de Gröbner de l’idéal des relations symétriques relativement à
l’ordre lexicographique.

Exemple 1.2.6. Reprenons l’exemple 1.2.3. D’après la proposition précédente, l’idéal des re-
lations symétriques du polynôme f est engendré par l’ensemble triangulaire de polynômes :

f1(x1) = x6
1 − 3x5

1 − 2x4
1 + 9x3

1 − x2
1 − 4x1 + 1 ,

f2(x1, x2) = x5
2 + x4

2x1 − 3x4
2 + x3

2x
2
1 − 3x3

2x1 − 2x3
2 + x2

2x
3
1 − 3x2

2x
2
1 − 2x2

2x1 + 9x2
2

+x2x
4
1 − 3x2x

3
1 − 2x2x

2
1 + 9x2x1 − x2 + x5

1 − 3x4
1 − 2x3

1 + 9x2
1 − x1 − 4 ,

f3(x1, x2, x3) = x4
3 + x3

3x2 + x3
3x1 − 3x3

3 + x2
3x

2
2 + x2

3x2x1 − 3x2
3x2 + x2

3x
2
1 − 3x2

3x1 − 2x2
3

+x3x
3
2 + x3x

2
2x1 − 3x3x

2
2 + x3x2x

2
1 − 3x3x2x1 − 2x3x2 + x3x

3
1 − 3x3x

2
1

−2x3x1 + 9x3 + x4
2 + x3

2x1 − 3x3
2 + x2

2x
2
1 − 3x2

2x1 − 2x2
2 + x2x

3
1 − 3x2x

2
1

−2x2x1 + 9x2 + x4
1 − 3x3

1 − 2x2
1 + 9x1 − 1 ,

f4(x1, . . . , x4) = x3
4 + x2

4x3 + x2
4x2 + x2

4x1 − 3x2
4 + x4x

2
3 + x4x3x2 + x4x3x1 − 3x4x3

+x4x
2
2 + x4x2x1 − 3x4x2 + x4x

2
1 − 3x4x1 − 2x4 + x3

3 + x2
3x2 + x2

3x1

−3x2
3 + x3x

2
2 + x3x2x1 − 3x3x2 + x3x

2
1 − 3x3x1 − 2x3 + x3

2 + x2
2x1

−3x2
2 + x2x

2
1 − 3x2x1 − 2x2 + x3

1 − 3x2
1 − 2x1 + 9 ,

f5(x1, . . . , x5) = x2
5 + x5x4 + x5x3 + x5x2 + x5x1 − 3x5 + x2

4 + x4x3 + x4x2 + x4x1

−3x4 + x2
3 + x3x2 + x3x1 − 3x3 + x2

2 + x2x1 − 3x2 + x2
1 − 3x1 − 2 ,

f6(x1, . . . , x6) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x1 − 3 .

Définition 1.2.7. Soient r ∈ N et s ∈ [[1, n]]. La rième fonction symétrique complète, notée
hr(x1, . . . , xr), est la somme des monômes de degré total r en x1, . . . , xr. Pour r = 0, nous
posons h0(x1, . . . , xr) = 1.

La définition 1.2.4 permet de calculer récursivement les modules de Cauchy de f . Le théo-
rème 1.2.8 donne une formule close qui permet de les obtenir sans calcul.

Théorème 1.2.8. (Machì-Valibouze)(voir [10]) Posons a0 = 1. Pour tout i ∈ [[1, n]], le module
de Cauchy fi(xi) de f s’écrit :

fi(xi) =
i∑

r=1

hr(xi, . . . , xn)ai−r .
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1.3 Idéaux des relations entre les racines d’un polynôme

1.3.1 Idéaux des relations et groupe de Galois
Nous supposerons désormais le polynôme f séparable (i.e. sans racine multiple).

Définition 1.3.1. Un idéal I est un idéal des relations entre les racines de f , ou plus sim-
plement un idéal des relations de f , si I est un idéal maximal de K[X] contenant l’idéal des
relations symétriques de f .

Exemple 1.3.2. Considérons le polynôme f(x) = x6 − 3x5 − 2x4 + 9x3 − x2 − 4x + 1 des
exemples 1.2.3 et 1.2.6. Les résultats du chapitre 4 permettent d’obtenir une base de Gröbner
réduite pour l’ordre lexicographique de l’un des idéaux des relations I de f . Cette base de
Gröbner est constituée des polynômes de Q[x1, . . . , x6] :

x6
1 − 3x5

1 − 2x4
1 + 9x3

1 − x2
1 − 4x1 + 1 ,

x2 + x1 − 1 ,
x4

3 − 2x3
3 + x2

3x
2
1 − x2

3x1 − 4x2
3 − x3x

2
1 + x3x1 + 5x3 + x4

1 − 2x3
1 − 4x2

1 + 5x1 + 4 ,
x4 + x3 − 1 ,
x2

5 − x5 + x2
3 − x3 + x2

1 − x1 − 5 ,
x6 + x5 − 1 .

Exemple 1.3.3. Soit f le polynôme de Q[x] défini par f(x) = x8 − x4 − 1. Les résultats du
chapitre 4 permettent d’obtenir une base de Gröbner de l’un des idéaux des relations de f .
Celle-ci est formée des 8 polynômes de Q[x1, . . . , x8] :

x8
1 − x4

1 − 1 ,
x2 + x1 ,
x2

3 + x2
1 ,

x4 + x3 ,
x2

5 − x3x
5
1 + x3x1 ,

x6 + x5 ,
x7 + x5x3x

7
1 − x5x3x

3
1 ,

x8 − x5x3x
7
1 + x5x3x

3
1 .

Proposition 1.3.4. Soit I un idéal de K[X]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. I est un idéal des relations de f ;

2. il existe un n-uplet α = (α1, . . . , αn) ∈ K̄n des racines de f tel que I soit le noyau de
l’homomorphisme d’évaluation :

K[x1, x2, . . . , xn] −−−→ K(α1, . . . , αn)

P (x1, . . . , xn) −−−→ P (α1, . . . , αn) .
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Démonstration. Montrons (1) =⇒ (2). Le quotient K[X]/I est un corps puisque I est maxi-
mal. Par ailleurs, puisque I contient l’idéal des relations symétriques de f , les classes α1, . . . , αn

de x1, . . . , xn modulo I vérifient les relations de Newton (Égalités (1.2.1)) et sont donc n ra-
cines de f .

Montrons (2) =⇒ (1). Soit α = (α1, . . . , αn) ∈ K̄n un n-uplet des racines de f . L’ho-
momorphisme de l’assertion (2) est surjectif. Le noyau de cet épimorphisme est donc un idéal
maximal de K[x1, x2, . . . , xn]. Par ailleurs, les relations de Newton étant vérifiées par α, l’idéal
des relations symétriques appartient au noyau de cet épimorphisme.

Nous sommes alors amenés à poser la définition suivante.

Définition 1.3.5. Soit α = (α1, . . . , αn) ∈ K̄n un n-uplet des racines de f . L’idéal des α-
relations, noté Mα, est défini par :

Mα = {R ∈ K[X] | R(α) = 0} .

L’idéal Mα dépend de la numérotation α = (α1, . . . , αn) des racines de f : si les ra-
cines de f sont réordonnées en un autre n-uplet α′, l’idéal Mα′ peut être distinct de Mα (Voir
Exemple 1.3.11).

Définition 1.3.6. Le groupe de Galois de α sur K, noté GalK(α), est le groupe de décompo-
sition de l’idéal des α-relations :

GalK(α) = Dec(Mα) (= {σ ∈ Sn | σ.Mα ⊂Mα}) .

Cette terminologie se justifie par le fait que le groupe Dec(Mα) est l’une des représen-
tations dans Sn du groupe de Galois de f sur K comme le montre le théorème suivant.

Théorème 1.3.7. Soit I un idéal des relations d’un polynôme séparable f . Alors,
1. le quotient K[X]/I est un corps de décomposition de f ;
2. le groupe de décomposition de I est un groupe de Galois de f sur K.

Démonstration. L’assertion (1) provient de la proposition 1.3.4 (rappelons que les racines
α1, . . . , αn de f dans K[X]/I sont les classes des monômes x1, . . . , xn modulo I).

Montrons (2). Notons φ l’application qui, par passage au quotient, associe à toute per-
mutation σ du groupe de décomposition, identifiée à l’automorphisme quelle induit, associe
l’automorphisme σ̄ de GalK(K[X]/I).

Montrons que cette application est injective. Soient σ1 et σ2 deux permutations de Dec(I)
telles que σ̄1 = σ̄2. Pour tout i ∈ [[1, n]], il vient alors σ̄1(αi) − σ̄2(αi) = 0, ce qui s’écrit,
compte-tenu de la définition de l’application φ, σ1(xi) − σ2(xi) ∈ I . Ainsi, nous avons, pour
tout i ∈ [[1, n]], xσ1(i)−xσ2(i) ∈ I . Les monômes x1, . . . , xn étant tous distincts modulo I , les
permutations σ1 et σ2 sont égales.

Montrons la surjectivité de φ. Soit g ∈ GalK(K[X]/I), l’automorphisme g induit une
permutation τ ∈ Sn sur les α1, . . . , αn. Puisque I est un idéal maximal, il en est de même
de l’idéal τ(I). Pour conclure, il suffit de montrer que nous avons l’inclusion τ(I) ⊆ I , car,
d’après la proposition 1.1.26, nous aurons alors τ.I = I .
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Raisonnons par l’absurde en supposant que nous ayons τ(I) * I . Par maximalité, nous
avons alors I+τ(I) = K[X]. Il existerait alors deux polynômes P et Q de I tels que P+τ.Q =
1. Cette dernière égalité évaluée en (α1, . . . , αn) donne alors successivement :

1 = P (α1, . . . , αn) + τ.Q(α1, . . . , αn)

= 0 + Q(τ̄(α1), . . . , τ̄(αn)), par définition de τ̄ ,
= τ̄(Q(α1, . . . , αn)), car τ̄ définit un automorphisme d’algèbre,
= τ̄(0), car Q ∈ I ,
= 0, car τ ∈ GalK(K[X]/I), .

Ce qui est absurde. L’application φ est donc surjective.

Exemple 1.3.8. Poursuivons l’exemple 1.3.2. Le groupe de décomposition de l’idéal des rela-
tions I est le sous-groupe de S6 engendré par les permutations

(6, 5), (4, 3), (6, 4)(5, 3), (2, 1) et (4, 2)(3, 1).

D’après le théorème 1.3.7, ce groupe est l’une des représentations symétriques dans S6 du
groupe de Galois du polynôme f(x) = x6 − 3x5 − 2x4 + 9x3 − x2 − 4x + 1.

Remarque 1.3.9. Dans [39], L. Kronecker construit un corps de décomposition d’un polynôme
par factorisations successives (voir [24] pour reformulation modernisée de la démarche de
Kronecker). Cette construction aboutit à un idéal des relations du polynôme.

1.3.2 Action de Sn sur les idéaux de relations

D’après le théorème précédent, la donnée d’un idéal des relations de f permet de définir
un corps de décomposition de f . Pour déterminer l’ensemble des idéaux de relations de f , il
est suffisant de préciser l’action de Sn sur l’ensemble des idéaux de relations de f . En effet,
cet ensemble d’idéaux ne forme qu’une seule orbite sous l’action de Sn comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 1.3.10. Le groupe Sn agit transitivement sur l’ensemble des idéaux de relations
de f . De plus, en notant Mα un idéal des relations de f , nous avons, pour tout σ ∈ Sn :

σ.Mα = Mσ−1.α ; (1.3.1)
Dec(σ.Mα) = GalK(α)σ (= GalK(σ.α)) . (1.3.2)

Démonstration. Soient I et I ′ deux idéaux de relations de f . Montrons qu’il existe une permu-
tation τ ∈ Sn telle que τ.I = I ′. Notons τ̄ le K-isomorphisme de K[X]/I = K(α1, . . . , αn)
sur K[X]/I ′ = K(α′1, . . . , α

′
n) :
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K[x1, . . . , xn] −−−→ K[X]/I = K(α1, . . . , αn)yτ

yτ̄

K[x1, . . . , xn] −−−→ K[X]/I ′ = K(α′1, . . . , α
′
n) .

L’application τ̄ étant un K-isomorphisme, les images τ̄(α1), . . . , τ̄(αn) sont les n racines
distinctes de f dans K[X]/I ′ = K(α′1, . . . , α

′
n). Il existe donc une unique permutation τ ∈ Sn

tel que
∀i ∈ [[1, n]], τ̄(ατ(i)) = α′i .

Soit P ∈ I ′. Par définition de I ′, nous avons P (α′1, . . . , α
′
n) = 0 ; ce qui s’écrit encore

P (τ̄(ατ(1)), . . . , τ̄(ατ(n))) = 0 .

L’application τ̄ étant un K-isomorphisme, nous obtenons,

τ̄(P (ατ(1), . . . , ατ(n))) = 0 , puis,
P (ατ(1), . . . , ατ(n)) = 0 .

Cette dernière égalité montre que τ.P (α1, . . . , αn) = 0. Il vient alors τ.P ∈ I , puis l’inclusion
τ.I ′ ⊂ I . L’idéal I ′ étant maximal, il s’en suit l’égalité τ.I = I ′.

L’égalité (1.3.1) provient directement de la définition de Mα et l’égalité (1.3.2) est une
conséquence de la proposition 1.1.24.

Exemple 1.3.11. Poursuivons l’exemple 1.3.2. Notons σ la transposition (2, 3) du groupe sy-
métrique S6. La base de Gröbner réduite pour l’ordre lexicographique de l’idéal σ.I est :

x6
1 − 3x5

1 − 2x4
1 + 9x3

1 − x2
1 − 4x1 + 1,

x4
2 − 2x3

2 + x2
2x

2
1 − x2

2x1 − 4x2
2 − x2x

2
1 + x2x1 + 5x2 + x4

1 − 2x3
1 − 4x2

1 + 5x1 + 4,
x3 + x1 − 1,
x4 + x2 − 1,
x2

5 − x5 + x2
2 − x2 + x2

1 − x1 − 5,
x6 + x5 − 1 .

Les bases de Gröbner réduites des idéaux I et σ.I étant différentes, ces idéaux sont donc deux
idéaux de relations distincts du polynôme

f(x) = x6 − 3x5 − 2x4 + 9x3 − x2 − 4x + 1 .

Une conséquence immédiate de la proposition 1.3.10 est le résultat suivant.

Proposition 1.3.12. Il existe n!/ Card(GalK(f)) idéaux de relations de f .

Démonstration. Reprenons les notations de la proposition précédente. Le stabilisateur pour
l’action de Sn sur l’ensemble des idéaux des relations de l’idéal Mα est le groupe GalK(α).
Le groupe Sn agissant transitivement sur l’ensemble des idéaux des relations de f , la formule
de Lagrange montre que le nombre de ces idéaux est égal à n!/ Card(GalK(α)). Le théo-
rème 1.3.7 prouve alors le résultat.

Il existe donc n!/ Card(GalK(f)) représentations du corps de décomposition de f sous
forme d’algèbre quotient de K[X] par un idéal des relations de ce polynôme.
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1.4 Idéaux de Galois d’un polynôme

1.4.1 Définition et premières propriétés
Définition 1.4.1. Un idéal de Galois de f est un idéal propre de K[X] contenant l’idéal des
relations symétriques de f .

Exemple 1.4.2. Un des idéaux de Galois du polynôme f(x) = x8 − x4 − 1 de l’exemple 1.3.3
est engendré par les polynômes :

x8
1 − x4

1 − 1 ,
x2 + x1 ,
x2

3 + x2
1 ,

x4 + x3 ,
x4

5 + x4
1 − 1 ,

x3
6 + x2

6x5 + x6x
2
5 + x3

5 ,
x2

7 + x7x6 + x7x5 + x2
6 + x6x5 + x2

5 ,
x8 + x7 + x6 + x5 .

(Il s’agit de l’idéal induit de l’idéal de rupture du polynôme f ; ce type d’idéal de Galois est
défini au chapitre 4.)

Tout idéal de Galois vérifie le critère de radicalité de Seidenberg ci-dessous.

Théorème 1.4.3. (voir [11]) Soit I un idéal de K[X] de dimension nulle. Supposons que, pour
tout i ∈ [[1, n]], il existe un polynôme séparable gi ∈ K[xi] tel que gi(xi) ∈ I . Alors, l’idéal I
s’écrit comme intersection d’un nombre fini d’idéaux premiers et est, en particulier, radical.

Corollaire 1.4.4. Soient K1, K2 deux extensions algébriques de K telles que K1 ⊂ K2. Si I
(resp. J) est un idéal de Galois de K1[x1, . . . , xn] (resp. K2[x1, . . . , xn]) alors les deux idéaux
suivants sont des idéaux de Galois :

1. L’idéal de K2[x1, . . . , xn] engendré par I . Cet idéal est obtenu par extension des sca-
laires et s’exprime sous la forme du produit tensoriel K2 ⊗K1 I .

2. L’idéal K1[x1, . . . , xn] ∩ J trace de J dans K1[x1, . . . , xn].

Injecteurs et variété d’un idéal de Galois

La proposition suivante éclaire le lien entre variété correspondante à un idéal de Galois et
la notion d’injecteur (voir Définition 1.1.25).

Proposition 1.4.5. (voir [70]) Si I est un idéal de Galois de f et Mα l’idéal des α-relations
de f , alors

V (I) = Inj(I, Mα).α (1.4.1)

et, comme le polynôme f est séparable,

Card(Inj(I, Mα)) = Card(V (I)). (1.4.2)
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Reprenons les notations de la proposition précédente. Dans [70], A. Valibouze s’intéresse
à l’ensemble des parties P de Sn telles que

I = {R ∈ K[X] | ∀σ ∈ P , (σ.R)(α) = 0} .

Cet ensemble admet un plus grand élément L et la variété de l’idéal I est alors donnée par
l’égalité V (I) = L.α (voir Définition 1.13 et Proposition 3.17 de [70]). La notion d’injecteur
est plus adaptée à l’étude du treillis des idéaux de Galois et aux résultats qui s’y rattachent.
Remarque 1.4.6. L’identité (1.4.1) fait apparaître que l’idéal I est entièrement déterminé par
un n-uplet de K sur lequel il s’annule et par son injecteur relatif à ce n-uplet. Ainsi, l’injecteur
Inj(I, Mα) est de nature géométrique. En effet, pour toute extension algébrique K ′ de K, nous
avons :

Inj(I, α) = Inj(K ′ ⊗K I, Mα) . (1.4.3)

Notations 1.4.7. Pour tout P1 ⊂ Sn et tout P2 ⊂ Sn, nous notons P1 P2 la partie de Sn définie
par :

P1 P2 = { π1 π2 | π1 ∈ P1, π2 ∈ P2 } .

Définition 1.4.8. Nous appellerons injecteur de I tout injecteur de I dans l’un des idéaux
maximaux qui le contient.

Proposition 1.4.9. Si I est un idéal de Galois de f et L = Inj(I, Mα) l’injecteur de I dans
l’idéal Mα des α-relations de f alors

1. L’ensemble des idéaux de relations de f contenant I est {Mσ.α | σ ∈ L} ;
2. Si σ ∈ Sn alors l’injecteur Inj(I, Mσ.α) s’écrit

Inj(I, Mσ.α) = σ−1L. (1.4.4)

En particulier, l’ensemble des injecteurs de I est {σ−1L | σ ∈ L}.
Démonstration. Assertion 1. D’après le théorème 1.3.7, tout idéal des relations de f s’écrit
Mβ où β ∈ Sn.α. De plus, si I ⊂Mβ alors V (I) ⊂Mβ . D’après la proposition 1.4.5, il existe
` ∈ L tel que β = `.α. Ainsi, tout idéal des relations contenant I appartient à {Mσ.α | σ ∈ L}.
Réciproquement, si σ ∈ L, nous avons σ.α ∈ V (I) puis I ⊂Mα.

Assertion 2. Par définition de l’injecteur, il vient :

Inj(I, Mσ.α) = Inj(I, σ.Mα)

= {τ ∈ Sn | τ.I ⊂ σ.Mα}
= {τ ∈ Sn | σ−1τ.I ⊂Mα}
= σ{ρ ∈ Sn | ρ.I ⊂Mα} = σ Inj(I, Mα) ;

d’où la seconde assertion.

Injecteurs et groupe de décomposition d’un idéal de Galois sont liés par la proposition
suivante.
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Proposition 1.4.10. Le groupe de décomposition Dec(I) d’un idéal de Galois I est l’intersec-
tion de tous les injecteurs de I .
En particulier, si L est un injecteur de I , nous avons :

Dec(I) =
⋂

l∈L

l−1 L. (1.4.5)

Démonstration. Par définition du groupe de décomposition, nous avons :

Dec(I) = {σ ∈ Sn | σ.I ⊂ ∩l∈LMl.α}
= ∩l∈L{σ ∈ Sn |σ.I ⊂Ml.α}
= ∩l∈L Inj(I,Ml.α) ,

d’où la première assertion. L’égalité (1.4.5) est une conséquence directe de la proposition 1.4.5.

La proposition et son corollaire ci-dessous permettent de déterminer l’un des injecteurs
d’un idéal de Galois. En pratique, nous utiliserons le corollaire 1.4.12 pour éliminer des parties
de Sn qui ne sont pas incluses dans un injecteur d’un idéal de Galois au chapitre 4 (voir
Proposition 4.2.28).

Proposition 1.4.11. Soit E ⊂ k[x1, . . . , xn]. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. l’idéal Id(E ∪ I) est un idéal de Galois de f .

2. il existe l ∈ L tel que E ⊂Ml.α.

Démonstration. D’après le Lemme de Seidenberg (Cf [11], Lemma 8.13), la condition (1) de
la proposition est équivalente à Id(E ∪ I) 6= k[x1, . . . , xn].

Si l’idéal Id(E ∪ I) est un idéal propre de k[x1, . . . , xn] alors Id(E ∪ I) est contenu dans un
idéal maximal M . L’idéal M contenant I , d’après la proposition 1.4.9, il existe l ∈ L tel que
M = Ml.α. Il vient alors l’inclusion E ⊂Ml.α.

La réciproque est évidente.

Cette proposition a pour conséquence le corollaire suivant.

Corollaire 1.4.12. Soit P une partie non vide de Sn contenant la permutation Idsn . Les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

1. l’idéal Id (P.I) est un idéal de Galois de f ;

2. P est inclus dans l’un des injecteurs de l’idéal I .

Lorsque ces conditions sont vérifiées, nous avons

Inj(Id(P.I),Mα) = {σ ∈ Sn | σP ⊂ L}.
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Démonstration. La première assertion est une conséquence directe de la proposition 1.4.11.
Lorsque les conditions de la proposition sont équivalentes, les égalités successives

Inj(Id(P.I),Mα) = {σ ∈ Sn | σ. Id(P.I) ⊂Mα}
= {σ ∈ Sn | (σ P ).I ⊂Mα}
= {σ ∈ Sn | σP ⊂ L} .

prouvent la seconde assertion.

Action de Sn sur les idéaux de Galois

La proposition suivante précise l’action du groupe symétrique Sn sur l’ensemble des idéaux
de Galois de f .

Proposition 1.4.13. L’ensemble des idéaux de Galois de f est stable sous l’action du groupe
symétrique Sn. De plus, si σ désigne une permutation de Sn, nous avons :

Inj(σ.I, Mα) = Inj(I, Mα)σ−1; (1.4.6)
V (σ.I) = Inj(I, Mα)σ−1. α . (1.4.7)

Démonstration. L’égalité (1.4.6) est une conséquence immédiate de la définition d’un injec-
teur.
L’égalité (1.4.7) se déduit de l’expression de la variété donnée par l’égalité (1.4.1).

Une conséquence immédiate de la définition du groupe de décomposition et des injecteurs
d’un idéal de Galois est la proposition suivante :

Proposition 1.4.14. Si I est un idéal de Galois de f et Mα l’idéal des α-relations de f , alors

Inj(I, Mα) Dec(I) = Inj(I, Mα) .
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Idéaux de Galois purs

La proposition suivante éclaire le cas des idéaux de Galois d’unique injecteur le groupe de
décomposition.

Proposition 1.4.15. (voir [70]) Si I est un idéal de Galois de f et Mα l’idéal des α-relations
de f alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Inj(I, Mα) est un groupe ;
2. Inj(I, Mα) = Dec(I) ;
3. Card(Dec(I)) =

∏n
i=1 degxi

(I) ;
4. GalK(α) ⊆ Dec(I).

Si l’une de ces assertions est vérifiée, l’idéal I n’admet qu’un seul injecteur : le groupe Dec(I).
Nous parlerons alors de l’injecteur de I .

Définition 1.4.16. Un idéal de Galois pur est un idéal de Galois vérifiant l’une des conditions
équivalentes de la proposition 1.4.15.

Tout idéal des relations symétriques d’un polynôme ainsi que tout idéal des relations entre
les racines d’un polynôme admet pour unique injecteur son groupe de décomposition : ce sont
des idéaux de Galois purs.

1.4.2 Correspondance entre idéaux de Galois et parties de Sn

Triangularité des idéaux de Galois

L’égalité (1.4.1) met en bijection variété d’un idéal de Galois et permutations de l’un de
ces injecteurs. Ceci permet de transposer aux idéaux de Galois le théorème 1.1.17 de P. Aubry
et A. Valibouze (voir Corollaire 1.4.20).

Proposition 1.4.17. Soit I un idéal de Galois triangulaire et L l’un des injecteurs de I . Nous
avons

Card(V (I)) =
n∏

i=1

degxi
(I) = Card(L). (1.4.8)

Définition 1.4.18. Soient σ ∈ Sn et k ∈ [[1, n]]. Le préfixe de longueur k de σ est le k-uplet
[σ(1), . . . , σ(k)].

Une partie L de Sn est dite équiprojectable si, pour tout k ∈ [[1, n]] et toute permutation
σ ∈ L, le cardinal dk de l’ensemble des permutations de L admettant [σ(1), . . . , σ(k)] pour
préfixe de longueur k ne dépend que de k :

#
({τ ∈ L | ∀i ∈ [[1, k]], σ−1τ(i) = i}) = dk .
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Notations 1.4.19. Pour tout groupe L ⊂ Sn, dans [10], il est montré comment calculer, à partir
de L, une liste identique à L(I) pour tout idéal de Galois I ayant L comme injecteur.

Posons, pour toute partie L de Sn qui ne soit pas nécessairement un groupe,

FixL({1, . . . , i}) = {σ ∈ L | ∀j ∈ [[1, i]], σ.j = j} .

Lorsque L est une partie de Sn équiprojectable, nous pouvons définir la liste L(L) =
[d1, . . . , dn = 1] en posant :

– d1 = Card(L)/ Card(FixL({1}) et,
– pour tout i ∈ [[2, n]], di = Card(FixL({1, . . . , i− 1}))/ Card(FixL({1, . . . , i− 1})) .

Le corollaire ci-dessous, du à P. Aubry et A. Valibouze, est une conséquence immédiate du
théorème 1.1.17 appliqué aux idéaux de Galois.

Corollaire 1.4.20. (voir [10]) Soit L l’un des injecteurs d’un idéal de Galois I . Les assertions
suivantes sont équivalentes :

– il existe un ensemble triangulaire T = {f1, f2, . . . , fn} engendrant I ;
– L est équiprojectable ;

De plus, si l’une de ces deux conditions équivalentes est vérifiée, la liste des degrés des poly-
nômes fi en xi est donnée par :

[degx1
(f1), . . . , degxn

(fn)] = L(L).

Les conditions équivalentes du corollaire ci-dessus sont en particulier vérifiées lorsque L
est un sous-groupe de Sn (i.e. lorsque la Proposition 1.4.15 est vérifiée) comme, par exemple,
dans le cas des idéaux de relations (voir Théorème 1.3.7).

Proposition 1.4.21. (Voir [10]) Si le groupe Dec(I) est l’injecteur de I alors I est un idéal
triangulaire.
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Décomposition d’un idéal de Galois

Proposition 1.4.22. Soient I et M1, . . . , Mm des idéaux de Galois de f . Supposons que l’idéal
I admette pour décomposition

I =
m⋂

i=1

Mi ; (1.4.9)

Les conditions suivantes sont alors équivalentes.

1. Les idéaux M1, . . . , Mm sont deux à deux comaximaux ;

2. L’injecteur Inj(I,Mα) est égal à l’union disjointe :

Inj(I, Mα) = Inj(M1,Mα) ∪ · · · ∪ Inj(Mm,Mα) . (1.4.10)

Démonstration. Les idéaux M1, . . . , Mm sont comaximaux si et seulement si la variété V (I)
est l’union disjointe des variétés des idéaux M1, . . . , Mm. D’après l’égalité (1.4.1), ceci équi-
vaut à la seconde assertion.

Correspondance entre idéaux de Galois et injecteurs

Les deux propositions suivantes, dues à A. Valibouze, caractérisent les parties de Sn qui
sont les injecteurs d’idéaux de Galois de f .

Notations 1.4.23. Pour toute partie non vide L de Sn, l’idéal de K[X] s’annulant sur l’en-
semble L.α, noté Id(L.α), est défini par :

Id(L.α) = {P ∈ K[X] | ∀β ∈ L.α, P (β) = 0} .

Proposition 1.4.24. (voir [70]) L’idéal Id(L.α) est un idéal de Galois de f d’injecteur Inj(I, Mα) =
GalK(α)L.

Proposition 1.4.25. (voir [70]) Soit L une partie non vide de Sn. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. L = GalK(α)L ;

2. il existe un idéal de Galois d’injecteur L.

Le Nullstelensatz et les deux propositions précédentes permettent d’établir le dictionnaire
suivant entre idéaux de Galois d’un polynôme séparable f et parties de Sn stable par translation
à gauche par toute permutation du groupe GalK(α) (i.e. les parties L ⊆ Sn telles que L =
GalK(α)L).
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Théorème 1.4.26. Notons I l’ensemble des idéaux de Galois de f et P(Sn)GalK(α) l’ensemble
des parties L stable par translation à gauche par les permutations du groupe GalK(α).

L’application qui associe à I ∈ I l’injecteur Inj(I, Mα) ∈ P(Sn)GalK(α) et l’application
qui a L ∈ P(Sn)GalK(α) associe l’idéal de Galois Id(L.α) définissent des bijections réci-
proques décroissantes pour l’inclusion.

De plus, nous avons la correspondance suivante :

I ←→ P(Sn)
GalK(α)

Id(L.α) ←− L
I −→ Inj(I,Mα)

σ.I ←− Inj(I,Mα)σ−1

I1 ∩ I2 ←− Inj(I1,Mα) ∪ Inj(I2,Mα)
I1 + I2 ←− Inj(I1,Mα) ∩ Inj(I2,Mα)

I1 et I2 comaximaux ←− Inj(I1,Mα) et Inj(I2,Mα) disjoints
I idéal de Galois pur ←− Inj(I,Mα) groupe

I triangulaire ←− Inj(I,Mα) équiprojectable

où σ désigne une permutation de Sn.

Un premier exemple d’idéal de Galois non triangulaire est présenté dans la thèse de G. Re-
nault (voir [34]). Cet idéal est l’intersection de deux idéaux de Galois ; ceci traduit le fait que
l’ensemble des parties équiprojectables de Sn n’est pas stable pour l’union ensembliste.

1.5 L’algorithme GaloisIdéal

Dans ce paragraphe, nous présentons l’algorithme GaloisIdéal de A. Valibouze (voir [70]).
Cet algorithme permet le calcul d’un idéal des relations de f à partir d’un idéal de Galois pur
I de f et de l’un de ses injecteurs. Au chapitre 4, nous ferons appel à cet algorithme.

1.5.1 Description

L’idéal I étant un idéal de Galois pur, le groupe de décomposition L de I est l’unique
injecteur de I . Dans ce paragraphe, nous supposons que L contient le groupe GalK(α) et donc
I est un α-idéal de Galois.
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Définition 1.5.1. Soit Θ un polynôme de K[x1, . . . , xn]. La résolvante L-relative de α selon
Θ (voir [8, 64]) est le polynôme, en T défini par :

LL.α
Θ =

∏
o∈L.Θ

(T − o(α)) . (1.5.1)

Si le groupe L est le groupe symétrique Sn, le polynôme LL.α
Θ ne dépend pas du choix de

la numérotation des racines de f et est appelé la résolvante absolue de f selon Θ.

Connaissant un ensemble triangulaire de générateurs de I , le calcul d’une α-résolvante
L-relative, pour tout α ∈ V (I), se fait par des calculs de résultants (voir, par exemple, [10]
et [47]).

Définition 1.5.2. Soient H et L deux sous-groupes de Sn tels que H ⊂ L. Un polynôme Θ de
K[x1, . . . , xn] est un H-invariant L-primitif si

H = StabL(Θ) = {σ ∈ L | σ.Θ = Θ} .

De plus, il est dit α-séparable si Θ(α) est une racine simple de la résolvante L-relative de α
selon Θ.

Le calcul d’un invariant H-invariant L-primitif est toujours possible (voir [31] et [1]) mais
cet invariant n’est pas nécessairement α-séparable. Toutefois, lorsque le corps de base K est
infini, une transformation de Tschirnhaus convenable (voir [68]) permet toujours d’obtenir un
invariant α-séparable : si Θ ∈ k[x1, . . . , xn] est un invariant primitif et t un polynôme en une
variable, la transformation de Tschirnhaus de Θ selon t, donnée par

Θ(t(x1), . . . , t(xn)) , (1.5.2)

fournit un nouvel invariant primitif. (voir [20] et [30] pour une borne du nombre de transfor-
mations de Tschirnhaus nécessaires à l’obtention d’un invariant primitif α-séparable.)

Le théorème suivant permet de construire un idéal de Galois J de f à partir de l’idéal I .
Cet idéal J contient alors l’idéal I et est contenu dans un idéal des relations de f . En itérant
ce procédé, une chaîne d’idéaux de Galois est construite et son dernier terme est un idéal des
relations de f .

Théorème 1.5.3. ([70]) Soit H un sous-groupe de L et Θ un H-invariant L-primitif α-
séparable. Alors, le polynôme minimal F de Θ(α) sur K est un facteur irréductible de la
résolvante LL.α

Θ et l’on a

IdK(H.α) = IdK(L.α) + 〈F (Θ)〉 .
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La proposition suivante permet de faire le même genre de construction mais sous des hy-
pothèses moins contraignantes.

Proposition 1.5.4. ([70]) Soit L et H deux sous-groupes de Sn tels que GalK(α) ⊂ L et
GalK(α)H soit un groupe. Soit Θ un H-invariant L-primitif et F le polynôme minimal de
Θ(α) sur K. Si Θ(α) est une racine simple de LL.α

Θ alors

IdK(H.α) = IdK(L.α) + 〈F (Θ)〉 .

Pour construire un idéal J contenant strictement I à l’aide du théorème 1.5.3, il faut choisir
un groupe H qui permette de connaître le polynôme minimal F de Θ(α). Le résultat suivant,
utilisé par Stauduhar dans [64], décrit une situation où F est connu et fournit la condition
d’arrêt de l’algorithme GaloisIdéal.

Proposition 1.5.5. (voir [8]) Soit H un sous-groupe de L et Θ un H-invariant L-primitif.
– Si GalK(α) ⊂ H alors Θ(α) est un élément de K.
– Si Θ(α) est un élément de K et est une racine simple de la résolvante LL.α

Θ alors
GalK(α) est contenu dans un conjugué de H dans L.

De ces résultats nous déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 1.5.6. Soit H un sous-groupe de L et Θ un H-invariant L-primitif. Supposons
GalK(α) ⊂ L. Nous avons les deux assertions suivantes :

– Si la résolvante LL.α
Θ n’a pas de racine dans K alors GalK(α) n’est pas un sous-groupe

de H .
– Si la résolvante LL.α

Θ a un facteur simple linéaire x− a alors GalK(α) est contenu dans
un conjugué de H dans L et l’idéal

IdK(L.α) + 〈Θ− a〉

est un idéal de Galois pur d’injecteur H .

Une conséquence de ces résultat est l’algorithme 1.5.7 qui représente une étape d’une
version simplifiée de l’algorithme GaloisIdéal (voir [70] pour la version complète).
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Algorithme 1.5.7.
Fonction GaloisIdeal_UneEtape (I ,L,Ens)
/*

Entrée : Un idéal de Galois pur I de f .
L’injecteur L de I (qui est un groupe).
Un ensemble Ens de représentants des classes de L-conjugaison des sous-groupes de L (à conjugaison près dans L, le
groupe de Galois d’un élément de V (I) doit être le sous-groupe d’au moins un groupe de EnsDeGroupes).

Sortie : Un idéal de Galois pur J de f contenant I .
L’injecteur H de l’idéal J (H est un groupe).
Un ensemble Ens contenant des sous-groupes de H susceptibles d’être le groupe de Galois de f (à H-conjugaison près).
Remarque : l’idéal J est un idéal des relations de f ssi Ens est vide.

*/
GroupeSuivant := True ;
Tant Que GroupeSuivant Faire
. Soit H ∈ Ens ;
. Ens := Ens \ {H} ;
. Soit Θ un H-invariant L-primitif ;
. Calculer la résolvante R := LL.α

Θ ;
. Si R a une racine dans K Alors
. . Calculer des transformées Θ′ de Tchirnhaus de Θ pour trouver une résolvante
. . R′ qui possède au moins un facteur linéaire simple (le nombre de transformations
. . nécessaires est fini) ;
. . Si R′ possède un facteur linéaire simple x− a Alors
. . . J := 〈T ∪ {Θ′ − a}〉 ;
. . . GroupeSuivant := False ;
. . Fin Si ;
. Fin Si ;
. Si Ens = ∅ Alors
. . J := I ;
. . H := L ;
. . GroupeSuivant = False ;
. Fin Si ;
Fin Tant Que ;
Calculer l’ensemble Ens des sous-groupes de H contenus dans Ens ;
Retourner J , H , Ens ;
Fin Fonction ;

En utilisant de manière itérative l’algorithme 1.5.7 est construite, à partir d’un idéal de
Galois de f et d’une liste de groupes contenant GalK(f), une chaîne croissante d’idéaux de
Galois de dernier terme un idéal des relationsM de f ,

I ⊂ . . . Ik ⊂ Ik+1 ⊂ . . . ⊂M ,

et, parallèlement, une chaîne d’injecteurs de ces idéaux. Dans [71], A. Valibouze propose une
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généralisation de l’algorithme GaloisIdéal permettant de construire une telle chaîne à
partir d’un idéal de Galois quelconque. Remarquons que l’algorithme GaloisIdéal ou sa
généralisation dans [71] ne peuvent s’appliquer que si un injecteur de l’idéal de Galois fournit
en argument est connu.

1.5.2 Exemple

Pour réaliser une implantation de l’algorithme GaloisIdéal, nous avons besoin de cal-
culer des invariants relatifs ainsi que des résolvantes relatives. Dans cet exemple nous donnons
l’essentiel des implantations Magma nécessaires à de tels calculs.

La fonction suivante est celle de l’algorithme proposé par K. Geissler et J. Klüners dans [29]
pour calculer des invariants relatifs basé sur le calcul de séries de Hilbert d’anneaux d’inva-
riants (une alternative combinatoire pour ce calcul est donnée par I. Abdeljaouad dans [2]).

function RelativeInvariantsOfMinimalDegree(G, H)
/*
Entr\’ee : deux sous-groupes G et H de S_n tels que H soit un sous-groupe

transitif maximal de G.
Sortie : une liste de H-invariants G-relatifs de degr\’e minimal.

*/
K:=Rationals();
n:=Degree(G);
PR:=PolynomialRing(K,n);

InvRingG:=InvariantRing(G,PR);
InvRingH:=InvariantRing(H,PR);
L:=LaurentSeriesRing(K);

HilbSerG:=L!HilbertSeries(InvRingG);
HilbSerH:=L!HilbertSeries(InvRingH);

/* On recherche le plus petit degr\’e d o\‘u les composantes
homog\‘enes de InvRingH et InvRingG de degre d sont diff\’erentes. */
d:=0;
while Coefficient(HilbSerG,d) eq Coefficient(HilbSerH,d) do
d +:=1;
end while;

/*On calcule une base de l’espace vectoriel InvRingH_d*/
ll:=InvariantsOfDegree(InvRingH,d);

/*On cherche dans cette liste ceux qui sont G-relatifs*/
Sortie:=[];
for inv in ll do
if not(IsInvariant(PR!inv,G)) then Append(~Sortie,inv);
end if;
end for;

return Sortie;
end function;
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La fonction suivante est une implantation de l’algorithme pour le calcul de résolvantes re-
latives proposé par P. Aubry et A. Valibouze dans [10]. Cet algorithme renvoie un polynôme en
une variable qui est une puissance de la résolvante cherchée, mais comme nous connaissons a
priori le degré de cette dernière il est facile de la retrouver. Cet algorithme peut être rendu plus
efficace en éliminant des puissances superflues au cours du calcul comme le fait F. Lehobey
dans le cadre du calcul de résolvantes absolues (voir [47]).

function CharacteristicPolynomial(Base,Inv)
/*
Entr\’ee : Une base triangulaire d’un id\’eal de Galois pur d’injecteur G et

un invariant G-relatif.
Sortie : Le polyn\^ome caract\’eristique du morphisme de multiplication

associ\’e \‘a cet invariant.

*/

function DiffRankCoercion(PR,P)
local PR2,G,coerc;

PR2:=Parent(P);
G:=[PR.i : i in [1..Rank(PR)-1]];
coerc:=hom<PR2 -> PR | G>;

return coerc(P);
end function;

local Phi,PR;

n:=#Base;
PR1:=Parent(Base[1]);
PR2:=PolynomialRing(BaseRing(PR1),Rank(PR1)+1);

G:=[PR2.i : i in [1..Rank(PR2)-1]];
Coer1_2:=hom<PR1 -> PR2 | G>;

Phi:=PR2.Rank(PR2)
-PR2!NormalForm(DiffRankCoercion(PR2,Inv),Reverse(Sort([Coer1_2(f):f in Base])));

for i:=1 to n do
//print Phi;
Phi:=
NormalForm(Resultant(Phi,Coer1_2(Base[i]),i),Reverse(Sort([Coer1_2(f):f in Base])));
end for;

return Phi;
end function;
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Un exemple
Décrivons maintenant le fonctionnement de l’algorithme GaloisIdéal pas à pas lors-

qu’il est appliqué au polynôme g = x5 + 4x4 + 2x3 − 5x2 − 2x + 1 de Q[X].

Il faut, dans un premier temps, fournir à l’algorithme les entrées qui lui sont nécessaires :
un idéal de Galois et un injecteur de cet idéal. Par défaut, nous pouvons prendre l’idéal des
relations symétriques associé à son injecteur le groupe symétrique Sn.

> PR1<x>:=PolynomialRing(Rationals());
> PR5<x5,x4,x3,x2,x1>:=PolynomialRing(Rationals(),5);
> g:=x^5 + 4*x^4 + 2*x^3 - 5*x^2 - 2*x + 1;
> f1:=PR5!Evaluate(g,x1);
> f2:=PR5!(f1 - Evaluate(g,x2)) div (x1 - x2);
> f3:=PR5!(f2 - Evaluate(f2,x2,x3)) div (x2 - x3);
> f4:=PR5!(f3 - Evaluate(f3,x3,x4)) div (x4 - x3);
> f5:=PR5!(f4 - Evaluate(f4,x4,x5)) div (x5 - x4);
> IdSym:=ideal<PR5 | f1,f2,f3,f4,f5>;
> Groebner(IdSym);

Pour éliminer facilement des candidats à être le groupe de Galois de g, on peut commencer par
calculer sa parité :

> Factorization(Integers()!Discriminant(g));
[ <11, 4> ]

Le polynôme g étant de groupe de Galois pair, ce groupe est soit le groupe alterné A5, soit le
groupe diédral D5 ou bien le groupe cyclique C5.

> C5:=PermutationGroup<5|Sym(5)! (5,3,4,2,1)>;
> D5:=PermutationGroup<5| (5,3,4,2,1),(4,2)(3,1)>;
> S5:=Sym(5);

Première étape de l’algorithme GaloisIdéal.

L’algorithme peut alors calculer une résolvante à partir d’un D5-invariant S5 relatif ou d’un
C5-invariant S5 relatif ou d’un A5-invariant S5 relatif. Plaçons nous dans le premier cas.

> Inv:=RelativeInvariantsOfMinimalDegree(S5,D5)[1];
> PR5!Inv;
x5*x4 + x5*x1 + x4*x2 + x3*x2 + x3*x1
> //Calcul resolvante S5-D5
> Factorization(CharacteristicPolynomial(Basis(IdSym),Inv));
[
<$.6 - 1, 20>,
<$.6^5 - 5*$.6^4 - 23*$.6^3 + 89*$.6^2 + 148*$.6 - 331, 10>,
<$.6^5 - 5*$.6^4 - 23*$.6^3 + 89*$.6^2 + 148*$.6 - 89, 10>

]
> #S5/#D5;
12
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Le degré du polynôme caractéristique est 120, l’indice de D5 dans S5 est 12. D’après [10],
nous savons que le polynôme caractéristique est une puissance 12 de la résolvante cherchée.
Ainsi, cette résolvante est donnée par :

(x− 1)2(x5 − 5x4 − 23x3 + 89x2 + 148x− 331)(x5 − 5x4 − 23x3 + 89x2 + 148x− 89)

elle a une racine dans Q mais il s’agit d’une racine double. Nous appliquons alors une trans-
formation de Tchirnhaus pour obtenir des racines simples.

> Inv_1:=PR5!Inv;
> Inv_1:=Evaluate(Inv_1,x1,x1^2-2);
> Inv_1:=Evaluate(Inv_1,x2,x2^2-2);
> Inv_1:=Evaluate(Inv_1,x3,x3^2-2);
> Inv_1:=Evaluate(Inv_1,x4,x4^2-2);
> Inv_1:=Evaluate(Inv_1,x5,x5^2-2);
> Inv:=Inv_1;
> Factorization(CharacteristicPolynomial(Basis(IdSym),Inv));
[
<$.6 - 3, 10>,
<$.6 + 19, 10>,
<$.6^5 + 29*$.6^4 + 123*$.6^3 - 1249*$.6^2 + 878*$.6 - 89, 10>,
<$.6^5 + 51*$.6^4 + 827*$.6^3 + 3569*$.6^2 - 12146*$.6 - 14279, 10>

]

En procédant comme ci-dessus, nous constatons que cette résolvante présente deux facteurs
linéaires simples. Choisissons l’une de ces racines et calculons l’idéal de Galois retourné à la
fin de cette première étape.

> ID5:=ideal<PR5|[f1,f2,f3,f4,f5,PR5!(Inv-3)]>;
> Groebner(ID5);

Deuxième étape de l’algorithme GaloisIdéal.

Le groupe de Galois de f est ou bien le groupe diédral D5 ou bien le groupe cyclique C5.
L’algorithme calcule alors une résolvante à partir d’un C5-invariant D5 relatif.

> Inv:=RelativeInvariantsOfMinimalDegree(D5,C5)[1];
> PR5!Inv;
x5^2*x4 + x5*x1^2 + x4^2*x2 + x3^2*x1 + x3*x2^2
> Factorization(CharacteristicPolynomial(Basis(ID5),Inv));
[
<$.6 + 3, 5>,
<$.6 + 14, 5>

]
> #D5/#C5;
2

La résolvante calculée a deux racines simples dans Q. Le groupe de Galois du polynôme g est
donc C5 et il reste à calculer l’idéal des relations du polynôme.
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> IC5:=ideal<PR5|ID5,PR5!(Inv+3)>;
> Groebner(IC5);
> Basis(IC5);
[
x5 - x1^4 - 3*x1^3 + 3*x1 + 1,
x4 - x1^3 - 3*x1^2 + 3,
x3 + x1^2 + 2*x1,
x2 + x1^4 + 4*x1^3 + 2*x1^2 - 4*x1,
x1^5 + 4*x1^4 + 2*x1^3 - 5*x1^2 - 2*x1 + 1

]



Chapitre 2

Factorisation et groupes de Galois

Considérons un polynôme irréductible et séparable f à coefficients dans un corps com-
mutatif infini K et α une racine de f . Dans ce chapitre, nous montrons comment la donnée
des groupes de Galois des facteurs irréductibles de f sur K(α) (ou seulement de leurs degrés)
fournit des informations sur le groupe de Galois de f et inversement.

Ces différentes informations sont regroupées dans des tables appelées tables de rupture.
Pour construire ces tables, nous utilisons uniquement les listes des sous-groupes transitifs de
Sn de G. Butler et J. Mckay (voir [18]) prolongées par A. Hulpke (voir [36]). Cette construc-
tion repose sur le fait que les degrés et les groupes de Galois des facteurs irréductibles de f sur
K(α) ne dépendent que du groupe de Galois de f sur K (voir Proposition 2.2.4).

Ces tables complètent celles de J. McKay et L. Soicher (voir [62]) qui permettent de dé-
terminer le groupe de Galois d’un polynôme à partir des degrés des facteurs de résolvantes
linéaires. Les tables de rupture présentent une discrimination différente des groupes de Galois
possibles d’un polynôme en fonction non seulement des degrés des facteurs irréductibles de f
sur K(α) (comme dans le cas des tables de J. McKay et L. Soicher) mais aussi des groupes de
Galois de ces facteurs.

Les tables de rupture permettent de déterminer des polynômes de groupe de Galois donné
à coefficients dans une extension simple de K abordant ainsi un problème de théorie de Galois
inverse effectif. Ceci permet de produire des polynômes pour tester les algorithmes de calculs
de groupes de Galois sur des extensions simples de Q.
Au chapitre 4, ces tables serviront dans l’élaboration d’un algorithme de calcul d’un corps de
décomposition. Après avoir factorisé f sur l’un de ces corps de rupture, nous utiliserons alors :

– les informations fournies par ces tables au sujet du groupe de Galois de f ;
– les relations algébriques entre les racines de f données par les facteurs irréductibles de

f sur K(α).
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La construction des tables de rupture est l’objet du paragraphe 2.1. Dans le paragraphe 2.2,
la proposition 2.2.4 montre que les degrés et les groupes de Galois des facteurs irréductibles
de f sur K dépendent uniquement du groupe de Galois de f . Nous ferons alors le lien entre
tables de rupture et groupes de Galois. Le paragraphe 2.3 est consacré aux applications de ces
tables :

– détermination de groupes de Galois ;
– factorisation d’un polynôme sur l’un de ses corps de rupture ;
– calcul de corps de décomposition ;
– recherche d’un polynôme de groupe de Galois donné.

Les tables de ruptures en degré n, pour n ∈ {3, . . . , 10}, sont jointes en annexe (voir An-
nexe A). Les tables en degré n pour n ∈ {11, . . . , 23} sont disponibles à l’adresse :
http ://www.lip6.fr/lip6/reports/2006/lip6-2006-002.pdf.

Ce travail a été réalisé en collaboration avec G. Renault et A. Valibouze et fait l’objet de
l’article préliminaire [54].
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2.1 Les tables de rupture
Dans ce paragraphe, est défini l’objet central de ce chapitre : les tables de rupture.

2.1.1 Notations
Dans la suite de ce chapitre, nous allons utiliser les notations suivantes.
– Conformément à la nomenclature de Butler et McKay (voir [18]), nTi désigne le ième

groupe de la liste Transitif(n) des sous-groupes transitifs de Sn (cette liste four-
nit un représentant par classe de Sn-conjugaison). La notation nTi est complétée en y
adjoignant un exposant + (resp. ∗) lorsque le groupe G est pair (resp. résoluble).

– L’ensemble des groupes des listes Transitif(n) est muni de la relation d’ordre ¿
définie par :

dTi ¿ mTj si





d < m

ou
d = m et i ≤ j .

– Pour toute partie O de l’ensemble {1, . . . , n}, nous notons SO le groupe symétrique de
degré Card(O) agissant sur O.

Pour simplifier les notations, nous utilisons la notation exponentielle. Par exemple :
– la suite d’entiers 1, 1, 1, 1, 2, 3, 3, 3, 4, 4 est représentée par 14, 2, 33, 42 ;
– la suite de groupes 1T1, 2T1, 2T1, 4T2, 4T3, 4T3, 4T3 est représentée par 1T1, 2T 2

1 , 4T2,
4T 3

3 .

2.1.2 Définition des tables de rupture
Dans tout ce paragraphe, G désigne un sous-groupe fixé de Sn et nous considérons l’en-

semble des orbites O(G) de {1, . . . , n} sous l’action du groupe FixG({1}).

Pour chaque orbiteO ∈ O(G), l’action transitive de FixG({1}) surO est identifiée à celle
du sous-groupe GO ∈ Transitif(Card(O)) de SO.

Notons :
– S(G) la suite croissante (pour l’ordre¿) des groupes GO où O parcourt O(G).
– D(G) la suite des degrés des groupes de la liste S(G) (i.e. la suite croissante des cardi-

naux des orbites de O(G)).
Choisissons un groupe G′ dans la classe de Sn-conjugaison de G tel que FixG′({1}) soit

égal au produit direct des groupes de la suite croissante S(G).
Rappelons que la liste L(G) = [d1 = n, . . . , dn = 1] est définie par :
– d1 = Card(G′)/ Card(FixG′({1})}) et,
– pour tout i ∈ [[2, n]], di = Card(FixG′({1, . . . , i− 1}))/ Card(FixG′({1, . . . , i− 1})).
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Remarque 2.1.1. Soit G′ l’un des Sn-conjugué de G. Nous avons les égalités S(G) = S(G′) et
D(G) = D(G′). Toutefois, la liste L(G′) n’est pas nécessairement égale à L(G). Pour chaque
groupe G de la table de rupture, nous avons choisi l’une des listes L(G) définies ci-dessus.

La table contenant les suites S(G), où G parcourt Transitif(n), est appelée la table de
rupture en degré n. Pour tout groupe G de la table de rupture, sont adjointes la suite D(G) et
l’une des suites L(G) décrites ci-dessus.

2.1.3 Construction des tables de rupture

Les tables ont été produites à l’aide du logiciel de calcul formel MAGMA (voir [13]) dans
lequel ont étés implantées les fonctions calculant les listes L(G) et les suites S(G) et D(G). La
base de données des groupes de Transitif(m) pour m ≤ 23 est disponible dans ce logiciel.

Chaque ligne de la table de rupture en degré n correspond à un groupe G de Transitif(n).
Les lignes des tables sont ordonnées en respectant les règles suivantes.
Pour tout groupe G et H de Transitif(n),

– si S(G) 6= S(H) et si S(G) est inférieur à S(H) pour l’ordre lexicographique induit par
¿, la ligne correspondante à G est placée avant celle de H ;

– si S(G) = S(H) et si G¿ H , la ligne correspondante à G est placée avant celle de H .

Exemple 2.1.2. Décrivons la construction de la table en degré 3. Pour ce degré, il y a deux
groupes transitifs : 3T1 = A3 et 3T2 = S3.

Dans le cas de 3T1, le groupe Fix3T1({1}) étant réduit à la permutation identité, les
orbites de {1, 2, 3} sous l’action du groupe Fix3T1({1}) sont {1}, {2} et {3} et l’action
de Fix3T1({1}) sur chacune de ces orbites est triviale. Nous avons donc D(3T1) = 13 et
S(3T1) = 1T1, 1T1, 1T1.

Dans le cas de 3T2, les orbites de {1, 2, 3} sous l’action de Fix3T2({1}) sont {1} et {2, 3}.
L’action de ce groupe sur la seconde orbite s’identifie à celle du groupe 2T1. Nous obtenons
donc D(3T2) = 1, 2 et S(3T2) = 1T1, 2T2.

2.2 Tables de rupture et groupes de Galois

Dans ce paragraphe, nous établissons le lien entre tables de rupture et groupes de Galois.
Un polynôme irréductible f de degré n à coefficients dans un corps parfait K étant donné,
nous notons GalK(f) le groupe de Galois de f sur K. Le polynôme f étant irréductible, son
groupe de Galois s’identifie un sous groupe transitif Gf de Sn. Nous noterons α1 l’une des
racines de f dans une clôture algébrique de K.
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2.2.1 Degrés et groupes de Galois des facteurs de rupture

Définition 2.2.1. Les s > 1 facteurs irréductibles

g1(α1, X) = X − α1, g2(α1, X), . . . , gs(α1, X)

de f sur K ′ = k(α1) sont appelés les facteurs de rupture de f , et seront rangés dans l’ordre
croissant de leur degrés.

Pour tout i ∈ [[1, s]], le groupe de Galois gi sur k est isomorphe à l’un des groupes Gi

de Transitif(degX(gi)). Quitte à ré-indexer les polynômes gi, nous supposerons la suite
G1, . . . , Gn croissante pour l’ordre¿.

Définition 2.2.2. La suite DegRupture(f) = degX(g1), . . . , degX(gs) est appelée la suite
des degrés de rupture de f et la suite S(f) = G1, . . . , Gs est appelée la suite des groupes de
rupture de f .

Proposition 2.2.3. Soit K ′ une extension algébrique de K. Considérons g ∈ K ′[x] un poly-
nôme séparable de degré d. Notons Gal′K(g) le groupe de Galois de g sur K ′ et O une orbite
de {1, . . . , d} sous l’action de Gal′K(g). L’application

ϕ : Gal′K(g) −→ SO,

induite par l’action de Gal′K(g) sur O, a pour image le groupe de Galois du facteur irréduc-
tible g1 de g sur K ′ donné par :

g1 =
∏
i∈O

(x− βi),

où les βi sont des racines de g dans K.
En particulier, nous avons l’égalité Card(O) = deg(g1).

Proposition 2.2.4. Nous avons :

S(f) = S(Gf )

et, par conséquent, DegRupture(f) = D(Gf ). Autrement dit, les groupes de Galois sur K ′

des facteurs de rupture de f sont les groupes de la suite S(Gf ) et ne dépendent que du groupe
de Galois de f sur K.
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Démonstration. Soit M une extension de K et g un facteur irréductible de f sur M . Notons
Of (resp.Og) l’ensemble des racines de f (resp. g) dans une clôture algébrique de K contenant
M . Comme g est irréductible sur M , la théorie de Galois classique assure que l’ensemble Og

est l’orbite de toute racine de g sous l’action du groupe AutM(M(Of )).
Puisque tout automorphisme de AutM(M(Og)) peut être prolongé en un automorphisme de
AutM(M(Of )), la restriction de l’homomorphisme

AutM(M(Of )) −→ AutM(M(Og))

σ 7−→ σ|M(Og)

est surjective. Par conséquent, l’action de AutM(M(Of )) surOg s’identifie à celle de AutM(M(Og))
sur Og et donc à la représentation symétrique Gg de son groupe de Galois.

Dans le cas de M = K ′ = K(α1), ce résultat prouve que Gg est l’un des groupes de S(G).
Par conséquent, un groupe de S(G) correspond à une unique FixG({1})-orbite de {1, . . . , n}
qui correspond à un sous-ensemble O de Of . La théorie de Galois assure que O est l’en-
semble de tous les conjugués de l’un de ses éléments. Le polynôme minimal sur K ′ de l’un
des éléments de O est un facteur de f sur K ′. L’égalité S(f) = S(Gf ) en découle.

2.2.2 Factorisation sur un corps de rupture et calcul de résolvante
Dans ce paragraphe, le corps K est supposé infini.
Soit H = S{1} × S{2} × S{3, ..., n} et t ∈ K \ {1}. Considérons le H-invariant Sn-relatif

X1 + tX2 et notons [Sn|H]d l’ensemble des classes à droite de Sn modulo H .
Le corps K étant infini, la résolvante absolue LX1+t X2, f de f sur K(α1) est séparable pour

un élément t ∈ K \ {1}. Nous avons alors

LX1+t X2, f (X) =
∏

σ∈[Sn|H]d

(X − σ.(α1 + t α2))

=
n∏

i=1

∏

j 6=i

(X − (αj + t αi))

=
n∏

i=1

∏n
j=1(X − (αj + t αi))

X − (αi + t αi)

=
n∏

i=1

f(X − t αi)

(X − t αi)− αi

.

La résolvante absolue LX1+t X2, f est donc la norme du polynôme

f(X − t α1)

(X − t α1)− α1

.
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L’algorithme Split_field de B. Trager (voir [67]) factorise cette norme pour détermi-
ner les s facteurs irréductibles g2, . . . , gs de f dans K(α1)[X] (déplaçant ainsi dans K[X] le
problème de la factorisation dans K(α1)[X]). Calculer la résolvante absolue LX1+t X2, f re-
vient donc à factoriser f sur K(α1)[X] par l’algorithme Split_field de B. Trager.

Plus précisement, en notant N1, N2, . . . , Nr les facteurs irréductibles de LX1+t X2(X)
dans K(α1)[X], le théorème 2.2 de [67] montre que nous avons :

. r = s− 1 ;

. pour tout i ∈ [[2, n]], gi(X − t α1) = PGCD(Ni−1, f(X − t α1)) sur K(α1)[X] ;

. n deg(gi) = deg(Ni).
Cette dernière égalité lie les degrés des facteurs de rupture de f et ceux des facteurs irréduc-
tibles de la résolvante linéaire LX1+t X2, f .

L. Soicher et J. Mckay, dans [62], sont les premiers à utiliser les degrés des résolvantes
linéaires pour déterminer une représentation symétrique du groupe de Galois de f . Nous com-
pléterons l’étude des degrés des facteurs de rupture de f en précisant les groupes de Galois
de ces facteurs. De plus, nous utiliserons les facteurs de rupture pour construire un idéal des
relations de f (voir Paragraphe 2.3.4 et Chapitre 4).

2.2.3 Degrés initiaux d’un idéal des relations
Soit I un idéal de Galois de f engendré par un ensemble triangulaire de polynômes

{f1(x1) = f(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)} .

Rappelons la définition 1.1.18 : la liste des degrés initiaux de I , notée L(I), est définie par :

L(I) = [degx1
(f1), degx2

(f2), . . . , degxn
(fn)].

Remarque 2.2.5. La liste des degrés initiaux L(I) dépend de I mais pas de l’ensemble trian-
gulaire {f1, f2, . . . , fn} l’engendrant (voir Théorème 1.4.20).

Soit α un n-uplet des racines de f . D’après le théorème 1.4.20 appliqué à l’idéal des
relations Mα (voir Définition 1.3.1), nous avons :

Proposition 2.2.6. (Voir [10] ou Théorème 1.4.20) L’idéal Mα est engendré par un ensemble
triangulaire de polynômes et la liste L(Mα) est égale à la liste L(Gα) (voir Définition 1.3.6).
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2.3 Applications
Dans ce paragraphe, sont présentés des applications des tables de rupture.

2.3.1 Détermination du groupe de Galois
D’après la proposition 2.2.4, le groupe de Galois est l’un des groupes H de l’ensemble

Transitif(n) satisfaisant S(H) = S(f). Nous appellerons groupes candidats tout groupe
vérifiant D(H) = DegRupture(f).

La liste DegRupture(f) est connue à partir de la factorisation de f sur K ′. S’il n’y a
qu’un groupe candidat H , ou si les groupes candidats H satisfont S(f) = S(H), nous savons
alors que H = Gf . Pour connaître les groupes candidats H vérifiant S(f) = S(H), il n’est
pas nécessaire de déterminer la totalité de la suite S(f). La détermination de certains groupes
de Galois des facteurs de rupture de f peut être suffisante (voir Exemple 2.3.2). D’autres mé-
thodes effectives peuvent être appliquées afin de compléter cette recherche. Par exemple, nous
pouvons factoriser f modulo un nombre premier ne divisant pas son discriminant (voir [18]
et [48]), exploiter la parité du groupe de Galois de f ou effectuer des calculs de résolvantes
linéaires (voir [62]).

Les exemples suivants se référent aux tables de rupture.
Exemple 2.3.1. Lorsque le groupe de Galois Gf est l’un des groupes 6T5, 7T4, 10T6, 13T+

5 ,
14T8, 14T16, 15T2, 15T+

6 , 15T7, le calcul de DegRupture(f) est suffisant pour sa détermi-
nation.
Exemple 2.3.2. Si un polynôme irréductible f de degré 15 vérifie DegRupture(f) = 1, 2, 4, 8
alors, d’après la table de rupture en degré 15, nous savons que son groupe de Galois est l’un
des groupes 15T+

10, 15T11, 15T+
22, 15T23 ou 15T29. La détermination du groupe de Galois sur

K(α1) de son facteur de rupture de degré 4 est suffisante pour connaître le groupe de Galois
de f .
Exemple 2.3.3. Si un polynôme irréductible f de degré 15 vérifie DegRupture(f) = 1, 4, 52,
et si le discriminant de son facteur de rupture est un carré de K(α1), alors le groupe de Galois
de f est 15T+

92.
Exemple 2.3.4. Si un polynôme irréductible de degré 9 vérifie DegRupture(f) = 1, 2, 32, la
liste des groupes candidats est 9T13, 9T22, 9T+

25 and 9T28.

Exemple 2.3.5. Si un polynôme irréductible de degré 16 et si DegRupture(f) = 18, 8, il y a
trois groupes candidats. Si, de plus, le discriminant de f prouve que son groupe de Galois est
pair alors la table de rupture en degré 16 montre qu’alors Gf = 16T289.
Exemple 2.3.6. Si f , de degré 15, est tel que DegRupture(f) = 1, 2, 34 alors le groupe de
Galois f est l’un des groupes suivants : 15T33, 15T44, 15T+

71 ou 15T81. Déterminer S(f) ne
suffit pas pour le distinguer. Si f est pair, il reste trois groupes. Les tables de rupture ne sont,
dans ce cas, pas suffisantes pour déterminer le groupe de Galois.



Factorisation et groupes de Galois 55

Exemple 2.3.7. Supposons que f se scinde en n facteurs linéaires sur K ′ (autrement dit, sup-
posons que DegRupture(f) = 1n). Si, comme dans le cas du degré 4, plusieurs groupes sont
candidats, il est malgré tout possible de les distinguer. En fait, pour α tel que gi(α1, αi) = 0,
l’idéal Mα des α-relations est engendré par l’ensemble triangulaire :

f(x1), g2(x1, x2), . . . , gn(x1, xn)

et le groupe de Galois de Gα sur K est le groupe de décomposition de cet idéal (le calcul de
ce groupe est l’objet du chapitre 3).

2.3.2 Factorisation de polynômes sur un corps de rupture
Les tables de rupture de degré n donnent l’ensemble D(n) des listes des degrés de rupture

possibles d’un polynôme irréductible f de degré n. Ainsi, pour factoriser f sur l’un de ses
corps de rupture, il est possible de restreindre la recherche des facteurs possibles à celle dont
la liste des degrés de rupture appartient à D(n). Par ce biais, les algorithmes classiques de
factorisation peuvent éviter des calculs inutiles (e.g. voir [47]).

Exemple 2.3.8. Le nombre d’éléments de l’ensemble D(7) est a priori majoré par le nombre
de partitions de 6, c’est à dire 11. La table en degré 7 donne la valeur exacte : |D(7)| = 4.
Par ce biais, un grand nombre de combinaisons des facteurs possibles dans des algorithmes de
factorisation peuvent être évitées. Si des informations sur le groupe de Galois sont disponibles,
la liste des degrés de rupture peut être restreinte à un sous-ensemble de D(n).

2.3.3 Calculer des polynômes de groupe de Galois donné dans des exten-
sions algébriques

Soit H un sous-groupe transitif de Sr. Les tables de rupture permettent de rechercher des
polynômes à coefficients dans une extension algébrique de groupe de Galois H .

Supposons que, pour un entier n, il existe un sous-groupe G de Sn tel que le groupe H
apparaît dans la suite S(G).

Supposons, de plus, que nous connaissons un polynôme f ∈ K[x] de groupe de Galois
sur K isomorphe à G. Pour n ≤ 15, nous disposons des polynômes de la base de données
GALPOLS de MAGMA (voir [13]).

Soit α l’une des racines de f . Nous savons que le groupe de Galois sur K ′ = K(α) de l’un
des facteurs de rupture de f est isomorphe à H .

Remarque 2.3.9. Si l’un des sous-groupes de Sr de la suite S(G) est différent de H , il faut
alors déterminer lequel des facteurs de rupture de f admet H pour groupe de Galois. Dans
ce cas, une méthode adaptée pour le calcul du groupe de Galois est le calcul algébrique de
résolvantes (voir, par exemple, [12], [27], [30], [62] ou [8]). Il est clairement préférable, si
possible, de choisir un polynôme f afin d’éviter cette situation.
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Exemple 2.3.10. Un polynôme de groupe de Galois 10T39 sur une extension monogène de K
peut être obtenu à partir d’un polynôme de groupe de Galois 12T293. Sur l’un de ses corps de
rupture K ′, tout polynôme de groupe de Galois 12T293 se factorise en deux facteurs linéaires
et un facteur de degré 10 dont le groupe de Galois sur K ′ est 10T39.

Le polynôme suivant est celui de groupe de Galois 12T293 sur Q de la base de données
GALPOLS de MAGMA :

f(X) = X12 − 13X10 + 65X8 − 156X6 + 181X4 − 86X2 + 7.

La factorisation de f sur K ′ = Q(α) retourne deux facteurs linéaires et un facteur de rupture
de degré 10 :

h(X) = X10 + X8α2 − 13X8 + α4X6 − 13α2X6 + 65X6 + α6X4 − 13α4X4

+65α2X4 − 156X4 + α8X2 − 13α6X2 + 65α4X2 − 156α2X2

+181X2 + α10 − 13α8 + 65α6 − 156X4 + 181α2 − 86 .

D’après la table de rupture en degré 16, le groupe de Galois de h sur Q(α) est donc 10T39.

2.3.4 Détermination du corps de décomposition d’un polynôme
La détermination d’un corps de décomposition de f équivaut à celle d’un idéal des relations

Mα de f , où α est un n-uplet de racines de f .
Pour calculer un idéal des relations, une méthode classique consiste à factoriser successi-

vement f sur des corps de rupture (voir [39], [66] ou [6]). Cette méthode peut être améliorée
en utilisant les tables de rupture en guidant la factorisation à l’aide des informations sur le
groupe de Galois de f .

Un autre algorithme, l’algorithme GaloisIdéal (voir Paragraphe 1.5), détermine Mα en
construisant une chaîne croissante d’idéaux de premier terme l’idéal des relations symétriques
des racines de f et de dernier terme un idéal des relations Mα.

Soit I un idéal de Galois de f contenu dans Mα et engendré par un système triangulaire

SI = {f1(x1) = f(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)} .

Posons mi = degxi
(fi), pour tout i ∈ [[1, n]]. Supposons les polynômes SI connus ; nous

souhaitons connaître ceux d’un ensemble triangulaire de générateurs SMα de Mα.
La liste L(Mα) = [d1, d2, . . . , dn] est égale à L(Gα) (voir Proposition 2.2.6). Supposons

que la liste L(Gα) est connue grâce à des informations sur le groupe de Galois de f . Ceci
est par exemple le cas lorsque le groupe de Galois Gα appartient à l’une des listes connues
de groupe H ayant des listes L(H) identiques. Montrons maintenant comment simplifier la
recherche de SMα .

Nous avons,
di ≤ mi, i = 1, 2, . . . , n.
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La comparaison des listes L(I) et L(Gα) induit le résultat suivant :
1- di = mi si et seulement s’il est possible de choisir, pour i-ème polynôme de l’ensemble

SMα , le i-ème polynôme de l’ensemble SI ;
2- si di < mi, alors le i-ème polynôme de l’ensemble SMα est un facteur du i-ème poly-

nôme de la liste SI considéré comme polynôme de l’anneau K(α1, . . . , αi−1).
Les méthodes citées ci-dessus (factorisations sur des corps de rupture, algorithme GaloisIdéal),
utilisées conjointement avec cette information supplémentaire, peuvent être appliquées pour
déterminer un polynôme manquant de SMα (voir Chapitre 4).

Remarque 2.3.11. Un ensemble de générateurs d’un idéal I contenu dans l’idéal Mα peut être
obtenu à partir de la suite f1(x1), g2(x1, x), . . . , gs(x1, x) dans laquelle le polynôme g1(x1, x) =
x − x1 est absent. La procédure consiste à remplacer inductivement chaque polynôme gi de
la suite à l’aide ses modules de Cauchy, en s’assurant que les variables introduites ne figurent
pas déjà dans les polynômes de la nouvelle suite en construction. Ce type de construction sera
utilisé au chapitre 4.

Remarque 2.3.12. La méthode de McKay et Stauduhar (voir [49]) peut être appliquée pour
trouver des relations linéaires de l’idéal Mα.

Exemple 2.3.13. Considérons l’exemple 2.3.1. La liste des degrés de l’ensemble de généra-
teurs de l’idéal de rupture de f est [16, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 18]. Les tables de rupture en degré
16 montrent que LM = [16, 8, 114] (dans ce cas particulier, les degrés initiaux de l’idéal des
relations de f sont égaux ; i.e. la liste L est indépendante du représentant de la classe de Sn-
conjugaison de tout groupe candidat). Si nous comparons ces deux listes, nous saurons qu’un
idéal des relations s’obtient en substituant, dans l’idéal de rupture de f , les modules de Cauchy
du facteur g8 de degré 8 (à l’exception du polynôme g8 lui-même) par des relations linéaires
de la forme xi + gi(x1, x8), pour i ∈ [[10, 16]].

Remarque 2.3.14. Pour pouvoir utiliser récursivement des tables de rupture en factorisant f
dans des extensions de corps, il est nécessaire d’établir des tables de rupture pour les sous-
groupes non transitifs de Sn. Au Chapitre 6, nous verrons à ce sujet que le groupe de Ga-
lois d’un polynôme réductible sans racine multiple est un sous-groupe du produit direct des
groupes de Galois de ces facteurs.
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Chapitre 3

Groupe de décomposition d’un idéal
triangulaire

Dans ce chapitre, nous présentons deux algorithmes de calcul du groupe de décomposition
d’un idéal triangulaire. Ces algorithmes reposent sur des résultats de théorie algorithmique des
groupes (voir [61], [17] ou [60]), ce sont des algorithmes de type branch and cut.

Le groupe de décomposition d’un idéal de k[x1, . . . , xn] est l’ensemble des permutations
de x1, . . . , xn qui laissent globalement invariant cet idéal. Les algorithmes de calcul de ce
groupe présentés dans ce chapitre ne sont pas spécifiques à la théorie de Galois effective mais
ils y interviennent naturellement. Par exemple, les algorithmes de calcul d’un corps de dé-
composition par factorisations successives retourne un idéal triangulaire des relations et la
représentation symétrique du groupe de Galois correspondante doit être calculé (il s’agit alors
du groupe de décomposition de l’idéal). Cette situation est celle qui a amené H. Anai, M. Noro
et K. Yokoyama, dans [6], à élaborer l’algorithme StrongGenerators de calcul de groupe
de décomposition. Les algorithmes de ce chapitre appliqués aux idéaux de relations améliorent
l’algorithme StrongGenerators en terme de temps de calcul, de complexité et ne sont pas
spécifiques aux idéaux de relations. Dans le cadre de cette thèse, le calcul de ce groupe pour
un idéal de Galois quelconque permet d’obtenir des informations sur les injecteurs d’un idéal
de Galois (voir Chapitre 4) et éventuellement de savoir si cet idéal est un idéal de Galois pur
(voir Définition 1.4.16).

La première partie de ce chapitre est extrait d’un article réalisé en collaboration avec I.
Abdeljaouad, G. Renault et A. Valibouze (voir [3]). Nous y présentons un premier algorithme
de calcul du groupe de décomposition d’un idéal triangulaire quelconque, l’algorithme 3.2.13.

Pour évaluer la complexité de l’algorithme 3.2.13 lorsqu’il est appliqué à un idéal de Ga-
lois, nous avons dû généraliser le théorème 5 de l’article de H. Anai, M. Noro et K. Yokoyama
(voir [6]). Ce théorème transpose aux idéaux de relations le théorème de prolongement des
automorphismes de corps (voir [44], par exemple) et sa preuve utilise la maximalité d’un tel
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idéal. Dans le cadre des idéaux de Galois triangulaires quelconques, cette maximalité n’est
pas assurée. Le théorème 3.2.22 de ce chapitre généralise le théorème 5 de [6] à tout idéal de
Galois triangulaire en exploitant l’équiprojectabilité des variétés de ce type d’idéaux (voir Pro-
position 1.4.5 et Corollaire 1.4.20). Ce résultat fournit, de plus, une interprétation du parcours
d’arbre effectué par les algorithmes de ce chapitre.

L’algorithme 3.2.13 améliore l’algorithme StrongGenerators de [6] :
– de par son champ d’application (StrongGenerators ne s’applique qu’aux idéaux

de relations) ;
– de par sa complexité (O(n3) formes normales sont nécessaires pour calculer le groupe

de décomposition d’un idéal de Galois pur alors que StrongGenerators effectue
O(n4) formes normales dans le cas d’un idéal des relations.

La seconde partie de ce chapitre est constituée de résultats personnels. Nous y présentons
un algorithme, nommé EFG, de calcul du groupe de décomposition d’un idéal triangulaire (voir
Paragraphe 3.3.2). Cet algorithme améliore les algorithmes précédents en terme de temps de
calcul mais aussi de par sa complexité :

– appliqué aux idéaux de Galois purs, O(n2) formes normales sont nécessaires pour ce
calcul ;

– appliqué aux idéaux de Galois quelconques, O(n2 (Dim(I))2

Card(S) Card(Dec(I))
) formes normales

sont nécessaires pour ce calcul où S désigne un sous groupe de Sn et Dim(I) la dimen-
sion de I (Ce nombre peut être égal à (n− 2)! avec le algorithme 3.2.13).
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3.1 Nature du problème

3.1.1 Notations
Dans toute la suite, les notations suivantes seront utilisées :
– pour toute partieA de l’ensemble {1, . . . , n} et tout sous-groupe G de Sn, nous noterons

FixG(A) le fixateur dans G deA, c’est à dire le sous-groupe constitué des permutations
σ de G vérifiant ∀i ∈ A, σ(i) = i ;

– 〈E〉 désignera le sous-groupe engendré par toute partie non vide E de Sn ;
– K[X1, . . . , Xn] désigne l’anneau des polynômes à coefficients dans un corps parfait K

en les n indéterminées X1, . . . , Xn ;
– I est un idéal de K[X1, . . . , Xn] engendré par un ensemble triangulaire S de n poly-

nômes de K[X1, . . . , Xn] :

S = {f1(X1), f2(X1, X2), . . . , fn(X1, X2, . . . , Xn)} .
Rappelons la définition 1.1.21, le groupe de décomposition de l’idéal I , noté Dec(I), est
le stabilisateur de l’idéal I pour l’action naturelle du groupe symétrique Sn sur l’anneau
K[X1, . . . , Xn] :

Dec(I) = {σ ∈ Sn | ∀P ∈ I, σ.P ∈ I}.

3.1.2 Nature et contraintes des algorithmes
Les deux algorithmes présentés ci-après calculent le groupe de décomposition de l’idéal

triangulaire I . Cet idéal étant engendré par les polynômes {f1, f2, . . . , fn}, le groupe de dé-
composition de I s’écrit :

Dec(I) = {σ ∈ Sn | ∀i ∈ {1, . . . , n}, σ.fi ∈ I}.
Ainsi, nous avons l’équivalence :

σ ∈ Dec(I) ssi





f1(Xσ(1)) ∈ I

f2(Xσ(1), Xσ(2)) ∈ I
...

fn(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) ∈ I .

{∗}

Pour tout r ∈ [[1, n]], définissons le prédicat logique Pr en posant :

Pr(a1, . . . , ar) est vrai ssi fr(Xa1 , Xa2 , . . . , Xar) ∈ I

et notons P l’ensemble de ces n conditions :

P = {P1, . . . , Pn} .



62 3.2 Algorithme Generateurs - Application aux idéaux de Galois purs

Une permutation σ ∈ Sn appartient donc au groupe Dec(I) ssi la conjonction logique

p1(σ(1)) ∧ p2(σ(1), σ(2)) ∧ · · · ∧ pn(σ(1), . . . , σ(n))

est vérifiée. Le groupe Dec(I) est alors défini comme l’ensemble des permutations de Sn vé-
rifiant l’ensemble des conditions P .

Les algorithmes de backtrack search utilisés en théorie algorithmique des groupes (voir [61],
[17] ou [60]) permettent de déterminer un groupe D défini comme l’ensemble des permuta-
tions de Sn vérifiant un ensemble de propriétés P . Une n-liste (a1, . . . , an) d’entiers de [[1, n]]
étant donnée, ce type d’algorithme calcule un ensemble de générateurs de chaque groupe de la
suite croissante de fixateurs de D :

{IdSn} = FixD({a1, . . . , an}) ⊆ FixD({a1, . . . , an−1}) ⊆ · · · ⊆ FixD({a1}) ⊆ D,

chaque ensemble de générateurs de l’un des fixateurs servant au calcul de l’ensemble de
générateurs suivant.

L’ensemble de générateurs du groupe D obtenu est un ensemble fort de générateurs de D :
il s’agit d’un ensemble E de générateurs de D tel que, pour tout i ∈ [[1, n]],

FixD({a1, . . . , ai}) ∩ E engendre FixD({a1, . . . , ai}).

Les algorithmes 3.2.13 et EFG du paragraphe 3.3.2 ci-après sont des algorithmes utilisant
des techniques de backtrack search. Les coûts des calculs groupistiques étant négligeables par
rapport au coût des formes normales modulo S, il est naturel de chercher à diminuer le nombre
de formes normales, i.e. de calcul de prédicats P1, . . . , Pn, nécessaires au calcul de Dec(I) à
l’aide de ce type d’algorithme.

3.2 Algorithme Generateurs - Application aux idéaux de
Galois purs

L’algorithme du paragraphe 3.2.1 retourne toutes les permutations d’un groupe D défini
comme ensemble des permutations de Sn vérifiant tous les prédicats de l’ensemble P =
{P1, . . . , Pn}. Cet algorithme est qualifié de «naïf» car il n’exploite pas la structure de groupe
de D et retourne toutes les permutations de D. Modifié pour ne retourner qu’une seule permu-
tation, il sera appelé par l’algorithme 3.2.13 (nous verrons alors que, sous la condition H du
paragraphe 3.2.4, une permutation de D est retournée en au plus n2 calculs de prédicats).
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3.2.1 Algorithme naïf
Cet algorithme, nommé ToutesLesPermutations, repose sur l’équivalence {∗} et

peut être décrit comme suit :
– À la première étape, cet algorithme détermine les valeurs possibles a1 ∈ {1, . . . , n}

telles que P1(a1) soit vrai. La seconde étape est alors appliquée à chacune de ces valeurs.
– À la rème étape (2 ≤ r ≤ n), l’algorithme a déterminé r−1 valeurs distinctes a1, . . . , ar−1

telles que ∀i ∈ {1, . . . , r − 1}, Pi(a1, . . . , ai).
Les entiers ar ∈ {1, . . . , n}\{a1, . . . , ar−1} pour lesquels les prédicats Pr(a1, . . . , ar)
sont vrais sont alors recherchés. Pour chacun de ces entiers ar, l’algorithme passe à
l’étape suivante.

– Lorsque r = n + 1, l’algorithme a déterminé une permutation σ = ( 1 ... n
a1 ... an

) du groupe
D.

Algorithme 3.2.1.
Fonction ToutesLesPermutations (P)
/*

Entrée : L’ensemble des prédicats P = {P1, . . . , Pn}.

Sortie : Le groupe D.
*/
Retourner ConstructionDesPermutations (1, [ ], {Id}, P) ;
Fin Fonction

Fonction ConstructionDesPermutations (r,[a1, . . . , ar−1],G,P)
/*

Entrées : . Un entier r de {1, . . . , n + 1}.
. Une liste [a1, . . . , ar−1] d’entiers de {1, . . . , n}, distincts deux à deux, pour laquelle est recher-
ché des suffixes [ar, . . . , an] tels que

`
1 ··· n

a1 ··· an

´ ∈ D.
. L’ensemble G des permutations de D déterminées aux étapes précédentes.
. L’ensemble des prédicats P = {P1, . . . , Pn}.

Sortie : . L’ensemble G auquel a été éventuellement rajouté une permutation de D.
*/
Si r = n + 1 Alors
. /* ` 1 ··· n

a1 ··· an

´
appartient à D */

. G := G ∪ {( 1 ··· n
a1 ··· an

)} ;
Sinon
. Pour Tout a ∈ {1, . . . , n}\{a1, . . . , ar−1} Faire
. . /* Les images possibles a de r sont recherchées */
. . Si Pr(a1, · · · , ar−1) Alors
. . G := ConstructionDesPermutations (r + 1, [a1, . . . , ar−1, a], G, P) ;
. . Fin Si ;
. Fin Pour ;
Fin Si ;
Retourner G ;
Fin Fonction
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A la kème étape (k ∈ [[1, n]]), la fonction ConstructionDesPermutations ne réalise
qu’au plus n+1−k appels récursifs ce qui assure la terminaison de l’algorithme. Pour qu’une
permutation σ soit stockée dans G, il faut qu’elle vérifie les n conditions P1, . . . , Pn ; ainsi
l’ensemble retourné par la fonction ToutesLesPermutations est bien le groupe D.

Parcours d’arbre effectué

Exemple 3.2.2. Considérons l’idéal de Galois I (voir Définition 1.4.1) deQ[x1, . . . , x6] engen-
dré par les polynômes :

f1(x1) = x6
1 − x5

1 − 10x4
1 + x3

1 + 12x2
1 − 3x1 − 1,

f2(x1, x2) = 17x2 − 5x5
1 + 4x4

1 + 44x3
1 + 14x2

1 + 4x1 − 8,

f3(x1, x2, x3) = 17x2
3 − 8x3x

5
1 + 3x3x

4
1 + 84x3x

3
1 + 36x3x

2
1 − 65x3x1 − 6x3

−29x5
1 + 13x4

1 + 296x3
1 + 139x2

1 − 276x1 − 77,
f4(x1, . . . , x4) = 17x4 + 17x3 − 8x5

1 + 3x4
1 + 84x3

1 + 36x2
1 − 65x1 − 6,

f5(x1, . . . , x5) = 17x2
5 + 13x5x

5
1 − 7x5x

4
1 − 128x5x

3
1 − 50x5x

2
1 + 78x5x1 − 3x5

+11x5
1 − 19x4

1 − 107x3
1 + 95x2

1 + 168x1 − 115,
f6(x1, . . . , x6) = 17x6 + 17x5 + 13x5

1 − 7x4
1 − 128x3

1 − 50x2
1 + 78x1 − 3 .

Rappelons qu’ici le groupe D est le groupe de décomposition de I , Dec(I), et que l’en-
semble des prédicats P = {P1, . . . , Pn} est défini, au paragraphe 3.1.2, par :

∀r ∈ [[1, n]], (Pr(a1, . . . , ar) est vrai) ssi (fr(Xa1 , Xa2 , . . . , Xar) ∈ I) .

L’algorithme 3.2.1 parcourt l’arbre suivant, dans lequel à chaque entier correspond un test
d’appartenance à l’idéal.

1

2

3

4

5

6

1

2

3
4
5
6

3
4
5
6

4
5
6
3
5
6

3
4
5
6

3
4
5
6

3
4
6
3
4
5

3

5
6

5
6

4

3
4

 σ(1)  σ(2)  σ(3)  σ(4)  σ(5)

(5;6)

(3;4)

(3;4)(5;6)

(1;2)(3;5)(4;6)

(1;2)(3;5;4;6)

(1;2)(3;6)(4;5)

(1;2)(3;6;4;5)

Id

 σ(6)
6
5

6
5

4
3

4
3

5
6

2
1

3
5
6

2
1

3
4
5

2
1

3
4
6

2
1

4
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Remarquons qu’en cours de calcul l’algorithme détermine la suite ascendante des fixateurs :

FixDec(I)({1, . . . , n}) < · · · < FixDec(I)({1, 2}) < FixDec(I)({1}),
qui sera exploitée lors de la conception des algorithmes Generateurs et EFG des para-
graphes 3.3.2 et 3.2.13.

Dans cet exemple, un certain nombre de calculs sont inutiles. En effet, la permutation
(3; 4)(5; 6) appartient au groupe 〈(3; 4), (5; 6)〉 et les permutations (1; 2)(3; 5; 4; 6), (1; 2)(3; 6; 4; 5),
(1; 2)(3; 6)(4; 5) appartiennent au groupe 〈(3; 4), (5; 6), (1; 2)(3; 5)(4; 6)〉. La recherche d’un
algorithme ne retournant qu’un système de générateurs de Dec(I), qui apparaît ici comme
naturelle, fera l’objet du paragraphe suivant.

3.2.2 Système fort de générateurs
Dans le cas où D = Sn, l’algorithme 3.2.1 présente l’inconvénient d’effectuer n! calculs

de prédicats et de stocker les n! permutations de son groupe de décomposition.
Dans cette partie, nous allons reprendre cet algorithme en nous limitant à la détermination

d’un système de générateurs du groupe D. Ceci aura pour conséquence, dans le cas où D = Sn,
de n’avoir à effectuer que n(n + 1)/2 − 1 tests d’appartenance à l’idéal pour déterminer un
système de générateurs composé de n− 1 transpositions.

Dans toute la suite, k désigne un entier quelconque de {1, . . . , n}.
Notations 3.2.3. Notons Gk le groupe FixD({1, . . . , k}) et posons G0 = D. Pour tout sous-
groupe G de Sn, notons OrbG(k) la G-orbite de k.

L’algorithme 3.2.1 détermine, en cours de calcul, tous les termes de la suite croissante pour
l’inclusion :

{Id} = Gn < Gn−1 < · · · < G2 < G1 < G0 = D.

Pour ce faire, cet algorithme construit le groupe Gk−1, pour tout k ∈ [[1, n]], en ajoutant au
groupe Gk les éléments de Gk−1\Gk. Afin d’éviter d’avoir à calculer toutes les permutations
de Gk−1\Gk, les propositions du paragraphe suivant nous permettrons de construire un système
de générateurs du groupe Gk−1 à partir de tout ensemble de générateurs du groupe Gk. Nous
obtiendrons ainsi un système fort de générateurs de D.

Construction d’un système de générateurs

A partir d’un ensemble de générateurs d’un sous-groupe H de Gk−1 contenant Gk et d’une
permutation de Gk−1 déterminée par l’algorithme 3.2.1, l’idée est de construire un ensemble
de générateurs d’un groupe H ′ contenant strictement H en utilisant la proposition 3.2.4. En
réitérant ce processus, nous déterminerons alors, par l’algorithme 3.2.12, une chaîne croissante
de groupes de premier terme Gk et de dernier terme Gk−1. Ces groupes seront représentés par
des systèmes de générateurs.
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Proposition 3.2.4. Soit H un sous-groupe de Sn tel que Gk ⊆ H ⊆ Gk−1. Soient G un système
de générateurs de H et O une H-orbite de {1, . . . , n} incluse dans {k + 1, . . . , n}.

Supposons l’ensemble E = {σ ∈ Gk−1 | σ(k) ∈ O} non vide et notons H ′ = 〈H ∪ E〉.
Alors le groupe H ′ contient strictement H et il est engendré par G ∪ {σ} quelque soit σ

choisit dans E .

Démonstration. Soit σ ∈ E . Puisque G ∪ {σ} engendre 〈H ∪ {σ}〉 et que 〈H ∪ E〉 engendre
H ′, il suffit de montrer que tout élément de l’ensemble H ∪E appartient au groupe 〈H ∪{σ}〉.
Soit σ′ ∈ H ∪ E .

Si σ′ ∈ H , le résultat est immédiat.
Si σ′ ∈ E alors les entiers σ′(k) et σ(k) appartiennent à l’orbite O. Donc il existe τ ∈ H

tel que τ(σ(k)) = σ′(k) et nous avons alors σ−1(τ−1(σ′(k))) = k. Puisque les permutations
σ, τ et σ′ appartiennent à

Gk−1 = FixD({1, . . . , k − 1}),
l’égalité précédente montre que ρ = σ−1τ−1σ′ ∈ Gk ⊂ H . Nous avons alors σ′ = τσρ, ce
qui prouve que la permutation σ′ s’écrit comme produit d’éléments de H et de la permutation
σ.

Le résultat suivant permet de limiter la recherche des permutations de E en se limitant à
celles qui transforment k en a = Min(O). Ce sont ces permutations qui sont testées en premier
par l’algorithme 3.2.1.

Proposition 3.2.5. Reprenons les hypothèses et les notations de la proposition 3.2.4 et posons
a = Min(O). Si E est non vide alors il existe σ ∈ E tel que σ(k) = a.

Démonstration. Si E n’est pas vide alors il existe σ′ ∈ Gk−1 tel que σ′(k) ∈ O. Or σ′(k) et a
appartiennent à l’orbite O, donc il existe τ ∈ H tel que τσ′(k) = a. Puisque τ et σ′ sont deux
permutations de Gk−1, nous obtenons τσ′ ∈ E .

Les propositions 3.2.7 et 3.2.8 permettent de tester l’égalité H = Gk−1 et constituent les
conditions d’arrêt de l’algorithme 3.2.13.

Lemme 3.2.6. Soit H un sous-groupe de Sn tel que Gk ⊆ H ⊆ Gk−1. Nous avons l’égalité :

Card(H) = Card(Gk) . Card(OrbH(k)) .

Démonstration. Posons OrbH(k) = {a1, . . . , ar} et considérons, pour tout i ∈ {1, . . . , r},
une permutation σi de H telle que σi(k) = ai. Nous avons :

H = σ1Gk−1 + · · ·+ σrGk−1,

d’où le résultat.

Proposition 3.2.7. Soit H un sous-groupe de Sn tel que Gk ⊆ H ⊆ Gk−1. S’il n’existe pas de
H-orbite de {1, . . . , n} incluse dans {k + 1, . . . , n} alors H = Gk−1.
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Démonstration. La H-orbite contenant n est incluse dans {k, . . . , n} ( puisque H ⊆ Gk−1 =
FixD({1, . . . , k−1}) ). Si cette orbite n’est pas incluse dans {k+1, . . . , n} alors elle s’identifie
à {k, . . . , n} et est donc égale à OrbH(k).

L’inclusion H ⊆ Gk−1 impose alors OrbGk−1
(k) = {k, . . . , n}. D’après le lemme 3.2.6

appliqué à H et à Gk−1, il vient Card(H) = Card(Gk−1), d’où le résultat.

Proposition 3.2.8. Soit H un sous-groupe de Sn tel que Gk ⊆ H ⊆ Gk−1. Supposons non
vide l’ensemble O des H-orbites de {1, . . . , n} incluses dans {k + 1, . . . , n} et notons O =
{O1, . . . , Or}. Pour tout i ∈ {1, . . . , r}, posons Ei = {σ ∈ Gk−1 | σ(k) ∈ Oi}.
Si, pour tout i ∈ {1, . . . , r}, Ei = ∅ alors H = Gk−1.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde en supposant que H 6= Gk−1. Le lemme 3.2.6
montre que nous avons l’inégalité OrbH(k) 6= OrbGk−1

(k). De plus, l’inclusion H ⊆ Gk−1

implique OrbH(k) ⊂ OrbGk−1
(k). Ainsi, il existe a ∈ OrbGk−1

(k)\OrbH(k) (vérifiant donc
a 6= k) et, par suite, une permutation σ ∈ Gk−1\H telle que σ(k) = a. Nous avons donc
a ∈ {k +1, . . . , n} et, quelque soit h ∈ H , h(a) 6= k (sinon h−1(k) = a ∈ OrbGk−1

(k)). Donc
la H-orbite O de {1, . . . , n} contenant a est une orbite Ot appartenant à O. Nous avons alors
Et 6= ∅, ce qui est absurde.

Remarque 3.2.9. Les propositions 3.2.7 et 3.2.8 suffisent pour tester l’égalité H = Gk−1.
Pour appliquer les propositions 3.2.4 et 3.2.5, nous avons besoin de déterminer les orbites

de {1, . . . , n} sous l’action du sous-groupe H ′ = 〈{σ} ∪H〉. La proposition 3.2.10 permet de
déterminer ces orbites en fonction de celles de H et de σ.

Proposition 3.2.10. Soit O l’ensemble des orbites de {1, . . . , n} sous l’action d’un sous-
groupe H de Sn et O ∈ O. Soit σ une permutation de Sn et notons H ′ le sous-groupe engendré
par {σ} ∪H .

Notons (Er)r∈N et (Fr)r∈N les suites définies par récurrence par :
– E1 = O et F1 = (σ.E1) ∪ E1 ;
– Pour tout k ∈ N∗, Ek+1 = ∪{O′∈O | O′∩Fk 6=∅}O

′ et Fk+1 = (σ.Ek+1) ∪ Ek+1 .
Alors, la suite (Ek)k∈N∗ est une suite stationnaire à partir d’un certain rang k0 et l’ensemble
Ek0 est l’orbite de {1, . . . , n} sous l’action de H ′ contenant O.

Démonstration. Soit k ∈ N∗, nous avons Ek ⊆ Fk. Posons O = {O1, . . . , Os}. Puisque
O1, . . . , Os est une partition de {1, . . . , n}, {Fk ∩Oi}i∈{1,...,s} est une partition de Fk. Par suite
Fk ⊆ ∪{O′∈O | O′∩Fk 6=∅}O

′ = Ek+1 et il vient : Ek ⊂ Ek+1. La suite (Ek)k∈N∗ , croissante pour
l’inclusion et majorée par {1, . . . , n}, est donc stationnaire à partir d’un certain rang k0.

Notons O′
1, . . . , O

′
s′ les orbites de {1, . . . , n} sous l’action de H ′.

Nous avons l’égalité Ek0 = Ek0+1 . Ceci impose les égalités Ek0 = Fk0 et Ek0 = σ.Ek0 . Par
ailleurs, Ek0 s’écrivant comme réunion d’orbites prises parmi O1, . . . , Os, l’ensemble Ek0 est
stable sous l’action de H . Ainsi, Ek0 est stable sous l’action de H ′ = 〈{σ}∪H〉 ce qui montre
que Ek0 s’écrit comme réunion d’orbites prises parmi {O′

1, . . . , O
′
s′}.

Une récurrence immédiate montre que, pour tout k ∈ {1, . . . , k0}, Ek (et donc, en particu-
lier, Ek0) est inclus dans la H ′-orbite contenant O.

Par conséquent, Ek0 est la H ′-orbite contenant O.
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3.2.3 Algorithme Generateurs
Dans ce paragraphe, est présenté l’algorithme 3.2.13, nommé Generateurs, de calcul

du groupe de décomposition d’un idéal triangulaire ainsi que sa preuve de correction et de
terminaison.

Fonction NouvellesOrbites

La fonction NouvellesOrbites ci-dessous est appelée par la fonction De_Gk_a_G(k-1).
A partir de l’ensemble (noté orbites) des orbites de {1, . . . , n} sous l’action d’un groupe H
et d’une permutation σ appartenant à Sn, la fonction NouvellesOrbitesdétermine les
orbites de {1, . . . , n} sous l’action du groupe H ′ = 〈H ∪ {σ}〉.

Pour construire ces nouvelles orbites, l’algorithme part d’une H-orbite O et construit la
H

′-orbite E contenant O sous forme d’une réunion d’orbites associées à H , en générant les
suites (Ek)k∈N∗ et (Fk)k∈N∗ de la proposition 3.2.10 .

Algorithme 3.2.11.
Fonction NouvellesOrbites(orbites,σ)
/*

Entrées : . L’ensemble, noté orbites, formé par les orbites de {1, . . . , n} sous l’action d’un sous-groupe H
de Sn.
. Une permutation σ appartenant à Sn.

Sortie : . nvorbites qui est l’ensemble des orbites de {1, . . . , n} sous l’action de H′ = 〈H ∪ {σ}〉.

*/

nvorbites := ∅ ;
Pour O ∈ orbites Faire
. E := O ;
. P := E ∪ σ.E ;
. Tant que E 6= P Faire
. . /* Construction du terme Ek+1 de la suite (Ek)k∈N∗ */
. . Pour O′ ∈ orbites Faire
. . . Si P ∩O′ 6= ∅ Alors
. . . . E = E ∪ {O′} ;
. . . . orbites := orbites \ O′ ;
. . . Fin Si ;
. . Fin Pour ;
. . /* Construction du terme Fk+1 de la suite (Fk)k∈N∗ */
. . P := E ∪ σ.E ;
. Fin Tant que ;
. nvorbites := nvorbites ∪ {E} ;
Fin Pour ;
Retourner nvorbites ;
Fin Fonction
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Fonction TrouverUnePermutation

Considérons la fonction TrouverUnePermutation obtenue en modifiant la fonction
ConstructionDesPermutations (Algorithme 3.2.1) pour qu’elle retourne

– une permutation du groupe D dès qu’elle est trouvée, si elle existe ;
– la permutation identité sinon.

Le paramètre formel G de la fonction ConstructionDesPermutations, qui est un en-
semble de permutation, est remplacé par un paramètre ne représentant qu’une permutation
dans la fonction TrouverUnePermutation.

Fonction De_Gk_a_G(k-1) - Preuve de correction et de terminaison

La fonction suivante De_Gk_a_G(k-1) construit inductivement à partir de Gk une suite
croissante finie de groupes :

Gk = H0 < H1 < · · · < Hm = Gk−1 ,

chaque groupe étant représenté par un ensemble de permutations l’engendrant.
Soit H l’un des groupes Hi, pour i ∈ [[0,m]] et G un ensemble de permutation l’engen-

drant. Cette fonction détermine, lorsqu’elle existe, une permutation Gk−1\H qui, adjointe à
G, formera un ensemble de générateurs d’un nouveau groupe Hi+1 = H ′. Ce procédé sera ré-
itéré jusqu’à ce qu’aucune nouvelle permutation ne puisse être trouvée auquel cas nous aurons
l’égalité H = Gk−1.
Explicitons la méthode de calcul du groupe H ′ à partir de H .

Soit (O1, . . . , Or) une H-orbite de {1, . . . , n}. Nous avons alors deux cas :
Cas 1 : Aucune orbite est incluse dans {k + 1, . . . , n} et alors H = Gk−1

(cas 1. Proposition 3.2.7).
Cas 2 : Soient O′

1, . . . , O
′
s les H-orbites incluses dans {k+1, . . . , n} ; la fonction auxiliaire

De_Gk_a_G(k-1) recherche un entier i dans [[1, s]] et une permutation σ ∈ Gk−1\Gk

vérifiant σ(k) = Min(O′
i). La détermination d’une orbite O′

i est réalisée par l’appel :

TrouverUnePermutation(k + 1, [1, . . . , k,Min(O′
i)], Id,P).

Pour tout i ∈ [[1, s]], nous posons Ei = {σ ∈ Gk−1\Gk | σ(k) ∈ O′
i}.

L’une des deux situations se présente alors :
Cas 2.1 : pour tout i ∈ [[1, s]], l’ensemble des permutations de σ ∈ Gk−1\Gk véri-

fiant σ(k) = Min(O′
i) est vide ; d’après la remarque 3.3.5, ceci équivaut à ∀i ∈

[[1, s]], Ei = ∅. Nous avons alors G = Gk−1 (cas 2. Proposition 3.2.7 ).

Cas 2.2 : Il existe i0 ∈ [[1, r]] tel que σ(k) = Min(Oi0). Dans ce cas, le groupe H ′ =
〈H ∪ Ei0〉 est engendré par l’ensemble de permutations G ′ = G ∪ {σ} (voir Proposi-
tion 3.2.4).
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Si H = Gk−1, le procédé s’arrête. Dans le cas contraire, la Fonction De_Gk_a_G(k-1)
est appelée récursivement avec, pour nouveaux arguments, l’ensemble de permutations G ′ et
la H ′-orbite de {1, . . . , n} déterminée à l’aide de la fonction NouvellesOrbites.

Algorithme 3.2.12.
Fonction De_Gk_a_G(k-1)(k, G, orbites, P)

/*
Entrées : . k, l’indice du groupe Gk .

. G, la liste utilisée pour stocker les permutations d’un ensemble de générateur de Gk−1 et égale, au premier appel,
à l’ensemble de générateurs de Gk .
. orbites, l’ensemble des orbites de {1, . . . , n} sous l’action de Gk .
. L’ensemble de conditions P = (P1, . . . , Pn) décrit dans le paragraphe 3.1.2.

Sorties : . G, un ensemble de générateurs de Gk−1.
. orbites, l’ensemble des orbites de {1, . . . , n} sous l’action de Gk−1.

*/

elts := {Min(O) | O ∈ orbites et O ⊂ {k + 1, . . . , n}} ;
Tant que elts 6= ∅ Faire
. a := Min (elts) ;
. elts := elts \ {a} ;
. Si Pk(1, 2, . . . , k − 1, a) Alors (Condition C)
. . σ := TrouverUnePermutation(k + 1, [1, 2, . . . , k − 1, a],Id,P) ;
. . Si σ 6= Id Alors
. . . G := G ∪ {σ} ;
. . . orbites := NouvellesOrbites(orbites, σ) ;
. . . elts := {Min(O) | O ∈ orbites et O ⊂ {k + 1, . . . , n}} ;
. . Fin Si ;
. Fin Si ;
Fin Tant que ;
Retourner G, orbites ;
Fin Fonction ;

Fonction Generateurs

La fonction Generateurs, définie ci-dessous, construit la suite croissante de groupes :

{Id} = Gn < Gn−1 < · · · < G2 < G1 < G0.

Pour chacun de ces groupes, un ensemble de générateurs est calculé par De_Gk_a_G(k-1).
Le cardinal du groupe de décomposition est aussi calculé : ceci nous sera utile au para-
graphes 3.2.5.
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Algorithme 3.2.13.
Fonction Generateurs(P)
/*
Entrée : . L’ensemble de conditions P = (P1, . . . , Pn) décrit dans le paragraphe 3.1.2.

Sorties : . Le cardinal, noté Cardinal, du groupe Dec(I) ;
. Une liste G de générateurs du groupe Dec(I).

*/
G := {IdSn} ;
orbites := {{1}, . . . , {n}};
k := n− 1 ;
Cardinal := 1;
Tant que k 6= 0 Faire
. G, orbites := De_Gk_a_G(k-1)(k, G, orbites, P) ;
. Cardinal := Card(OrbGk

(k + 1)) ∗ Cardinal ;
. k := k − 1 ;
Fin Tant que ;
Retourner Cardinal,G ;
Fin Fonction ;

Remarque 3.2.14. L’égalité suivante, qui est une conséquence directe du lemme 3.2.6, permet
le calcul du cardinal du groupe G

Card(G) =
n−1∏
i=0

Card(OrbGi
(i + 1)) .

Remarque 3.2.15. Une récurrence directe montre qu’à chaque étape, nous avons l’égalité

Card(G) + Card(orbites) = n + 1.

Par conséquent, le nombre de générateurs retourné par cet algorithme est majoré par n.

Parcours d’arbre effectué par l’algorithme 3.2.13

Poursuivons l’exemple de l’idéal I6T3 (voir Exemple 3.2.2).

L’algorithme récursif 3.2.13 parcourt l’arbre de la figure 3.1 et retourne la liste

[Id, (5, 6), (3, 4), (1, 2)(3, 5)(4, 6)].

Le nombre de tests nécessaires au calcul du groupe de décomposition de I est alors de 32 alors
qu’il est de 64 pour l’algorithme 3.2.1.
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FIG. 3.1 – Parcours d’arbre effectué par l’algorithme Generateurs

3.2.4 Complexité - Cas où l’hypothèse de prolongement des préfixes est
vérifiée

Dans ce paragraphe, nous étudions la complexité de l’algorithme 3.2.13. Puisque le coût
total de cet algorithme est dominé par le coût des formes normales effectuées, son efficacité
est évaluée en terme de formes normales. Nous allons faire ce calcul de complexité lorsque
l’hypothèseH de backtrack ci-dessous est réalisée.

Définition 3.2.16. Nous dirons que l’algorithme 3.2.12 effectue un backtrack lorsqu’un pré-
fixe vérifiant la condition C de cet algorithme ne peut pas être prolongé, c’est à dire quand
TrouverUnePermutation retourne {Id}. Rappelons qu’un préfixe vérifie la condition C
s’il vérifie le prédicat Pk et que, dans ce cas, l’algorithme cherche à compléter ce préfixe en
celui d’une permutation de D.

Nous allons majorer le nombre de formes normales calculées effectué par l’algorithme 3.2.13
lorsque l’hypothèse suivante est réalisée :

H : aucun backtrack n’apparaît lors du calcul de D.

Cette hypothèse revient à dire que tout préfixe de longueur t apparaissant dans le calcul
de D par l’algorithme 3.2.13 et vérifiant les conditions P1, . . . , Pt peut être prolongé en un
préfixe de longueur t + 1 vérifiant les conditions P1, . . . , Pt+1.
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Proposition 3.2.17. Lorsque l’hypothèseH est vérifiée, le nombre de formes normales calcu-
lées par la fonction Generators est majoré par O(n3).

Démonstration. Les calculs de formes normales effectués par l’algorithme Generateurs le
sont lors des appels de la fonction De_Gk_a_G(k-1).

Étudions la complexité de cette dernière fonction.

Lors d’un appel de la fonction De_Gk_a_G(k-1), une forme normale est calculé pour
tester la Condition C de l’algorithme 3.2.12. Deux cas apparaissent alors :

– la condition C est fausse et aucun autre calcul n’est effectuée pour le préfixe considéré.
Dans ce cas, une seule forme normale est calculée. De plus, pour un appel de la fonction
De_Gk_a_G(k-1), ce cas apparaît au plus n fois ;

– la condition C est vraie. La fonction TrouverUnePermutation est alors appelée
et l’hypothèse H assure qu’une permutation est retournée et adjointe au paramètre G
de De_Gk_a_G(k-1). Le théorème 3.2.22 permet une analyse immédiate de la com-
plexité de cette fonction : le nombre de formes normales nécessaires au calcul de la
permutation que cette fonction retourne est majoré par O(n2).

La fonction Generateurs appelle n−1 fois la fonction De_Gk_a_G(k-1). Le nombre
de formes normales calculées par lesquelles la condition C est fausse est donc majoré par
O(n2).

Le cardinal du paramètre G est majoré par n (voir Remarque 3.2.15), donc la condition
C est vraie au plus n fois. Par suite, pendant l’exécution de l’algorithme Generateurs, le
nombre de formes normales pour lesquelles la condition C est vraie est majoré par nO(n2).

La complexité de l’algorithme Generateurs évaluée en terme de formes normales est
majoré par O(n2) + nO(n2) = O(n3).

3.2.5 Applications aux idéaux de Galois purs

Dans ce paragraphe, la notion d’idéal de Galois du chapitre 1 est étendue afin de définir un
champ d’application plus large du résultat principal de ce paragraphe, le théorème 3.2.22. Ce
théorème généralise celui d’Anai, Noro et Yokoyama (voir [6]) aux cas des idéaux de Galois
de la définition 3.2.19. Le résultat d’Anai, Noro et Yokoyama ne s’applique qu’aux idéaux de
relations (Voir Définition 1.2), seul cadre dans lequel il leur est nécessaire d’effectuer le calcul
du groupe de décomposition d’un idéal.

Le théorème 3.2.22 permet d’interpréter le parcours d’arbre effectué par les algorithmes 3.2.13
et EFG du paragraphe 3.3.2 et par ce biais d’évaluer leurs complexités.
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Soit I un idéal triangulaire radical. Notons f1, . . . , fn un ensemble triangulaire séparable
de générateurs de I (voir Définition 1.1.11) et V (I) sa variété (i.e. l’ensemble de zéros de I
dans K̄). Le cardinal de V (I), est donné par la formule :

Card(V (I)) =
n∏

i=1

degXi
(fi),

(voir [10] ou Corollaire 1.1.19). La proposition 3.2.18 ci-dessous est une conséquence directe
de cette égalité.

Proposition 3.2.18. Soit I un idéal triangulaire. Le groupe de décomposition Dec(I) agit fi-
dèlement sur la variété V (I) et nous avons

Card(Dec(I)) ≤ Card(V (I)) . (3.2.1)

Lorsque la majoration (3.2.1) est une égalité, la variété V (I) est déterminée uniquement
par un élément α ∈ K̄ et par Dec(I) de par l’égalité :

V (I) = Dec(I).α .

Dans ce cas, l’idéal I est un idéal de Galois pur.
Nous voulons déterminer si I est un idéal de Galois pur et, si tel est le cas, calculer Dec(I).

Ci-après, nous montrons comment spécialiser l’algorithme 3.2.13 dans ce cas particulier.

Définition 3.2.19. Soit I un idéal de K[X1, . . . , Xn] et α = (α1, . . . , αn) dans V (I). L’idéal
I est un α-idéal de Galois si les deux conditions suivantes sont réalisées :

1. si i 6= j alors αi 6= αj ;

2. il existe L, un sous ensemble de Sn tel que

I = {f ∈ K[X1, . . . , Xn] | ∀σ ∈ L, f(σ.α) = 0}.

Un tel idéal est noté IL
α et l’ensemble L est appelé son injecteur relativement à α.

Remarque 3.2.20. Le n-uplet α de la définition précédente n’est pas nécessairement un n-uplet
des racines d’un polynôme. Cette définition étend donc celle des idéaux de Galois donnée au
chapitre 1.

Définition 3.2.21. Soit σ une permutation de Sn et t ∈ [[1, n]]. Le préfixe de longueur t de σ
est la suite (σ(1), . . . , σ(t)).
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Théorème 3.2.22. Soit I un idéal de Galois engendré par un ensemble triangulaire

{f1, f2, . . . , fn} .

Soit α l’un des zéros de I et L son injecteur relativement à α. Soit t ∈ [[1, n− 1]] et (c1, . . . , ct)
une t-liste de l’ensemble {1, . . . , n}. Soit d le produit degXt+1

(ft+1) · · · degXn
(fn).

Pour tout i ∈ [[1, t]], fi(αc1 , . . . , αci
) = 0 ssi il existe un élément σ ∈ L admettant

(c1, . . . , ct) pour préfixe de longueur t.

Plus précisément, le nombre de permutations de L de préfixe (c1, . . . , ct) est d.

Démonstration. Soit t un entier de [[1, n − 1]]. Puisque la variété V de I est équiprojectable
(voir Théorème 1.1.17), tout élément β de la variété de l’idéal 〈f1, f2, . . . , ft〉 est la projection
sur les t premières coordonnées de d éléments de V .
La correspondance bijective entre V et L prouve alors le résultat.

Remarque 3.2.23. Dans le cas particulier où I est un idéal de Galois maximal, le Théorème 5
de [6] est alors un corollaire du théorème précédent.

La proposition suivante joue un rôle central pour l’amélioration de l’algorithme 3.2.13 afin
de tester si I est un idéal de Galois pur et, le cas échéant, pour le calcul de son groupe de
décomposition.

Proposition 3.2.24. Soit I un idéal engendré par un ensemble triangulaire S de générateurs.
Si un backtrack apparaît lors d’un appel de la fonction Generateurs(S) par la fonction
De_Gk_a_G(k-1) alors I n’est pas un idéal de Galois pur.

Démonstration. Un backtrack apparaît dans l’algorithme 3.2.12 lorsqu’un préfixe (c1, . . . , ct),
vérifiant ∀i ∈ [[1, t]] fi(αc1 , . . . , αci

) = 0, ne peut pas être complété en un préfixe (c1, . . . , ct+1)
tel que ft+1(αc1 , . . . , αct+1) = 0. Autrement dit, l’algorithme a trouvée une permutation σ 6∈
Dec(I) dont le préfixe de longueur t vérifie la condition de la proposition précédente. D’après
le théorème 3.2.22, ceci ne peut se produire que si I n’est pas un idéal de Galois ou si I est un
idéal de Galois tel que Dec(I) ne soit pas l’injecteur de I . La proposition suit.

Soit I un idéal triangulaire. Pendant le calcul du groupe Dec(I) par l’algorithme 3.2.13,
seuls deux cas peuvent se produire :

1. un backtrack apparaît et alors I n’est pas un idéal de Galois pur,

2. aucun backtrack n’apparaît et alors I est un idéal de Galois pur ssi la condition Card(Dec(I)) =
Card(V (I)) est vérifiée.
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Afin de tester si l’idéal triangulaire I est un idéal de Galois pur, l’algorithme 3.2.13 peut être
modifié en un algorithme appelé IsPureGaloisIdeal. Pour cela, il suffit en cours de cal-
cul de vérifier qu’aucun backtrack n’a lieu et, si tel est le cas, de tester l’égalité Card(Dec(I)) =
Card(V (I)). Si aucun backtrack n’apparaît alors l’hypothèse H du paragraphe 3.2.4 est véri-
fiée et la proposition 3.2.17 admet alors pour corollaire :

Corollaire 3.2.25. Soit 〈S〉 un idéal triangulaire de K[X1, . . . , Xn]. Le nombre de formes
normales effectuées par la fonction IsPureGaloisIdeal est majoré par O(n3).

3.3 Algorithme EFG - Application aux idéaux de Galois

Le premier algorithme de ce chapitre, l’algorithme Generateurs, n’exploite que par-
tiellement les sous-groupes obtenus en cours de calcul pour déterminer un ensemble de per-
mutations engendrant D.

Les propositions du paragraphe 3.3.1 vont permettre d’optimiser la fonction auxiliaire
TrouverUnePermutation en imposant des contraintes plus fortes sur la permutation
qu’il recherche. Nous remplacerons alors la fonction TrouverUnePermutation de l’al-
gorithme Generateurs par la fonction TUP du paragraphe 3.3.1 pour définir un nouvel
algorithme nommé EFG.

L’étude de complexité de EFG est l’objet du paragraphe 3.3.3. Nous bornons le nombre
de formes normales effectuées par l’algorithme dans le cas des idéaux de Galois quelconque.
Lorsque l’idéal est un idéal de Galois pur, cette borne est alors en O(n2).

Au paragraphe 3.3.4, nous nous intéressons au cas où un sous-groupe de Dec(I) est connu :
cette information permet d’éviter de nombreux calculs. Une telle situation se présente lors-
qu’apparaissent des modules de Cauchy dans l’ensemble triangulaire de générateur de I . C’est
en particulier, le cas des idéaux de rupture.

3.3.1 Branch and cut complet

Reprenons les notations de la proposition 3.2.3.
La fonction TrouverUnePermutation de ce paragraphe effectue la recherche d’une

permutation de E en se restreignant à celles qui transforment l’entier k en l’élément minimal
d’un orbite O. La proposition 3.3.5 ci-après énonce des propriétés permettant d’imposer des
contraintes supplémentaires à la permutation recherchée dans E . Ces contraintes supplémen-
taires restreignent le nombre de tests d’appartenance à l’idéal I (voir Proposition 3.3.6).
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Notations 3.3.1. Soient r ∈ {1, . . . , n} et G un sous-groupe de Sn.
Pour tout r-liste [a1, . . . , ar] d’entiers de {1, . . . , n}, nous noterons FixG({a1, . . . , ar}) le

fixateur dans G (des éléments) de l’ensemble {a1, . . . , ar} :

FixG({a1, . . . , ar}) = {σ ∈ G | ∀i ∈ [[1, r]], σ(ai) = ai} .

Dans le cas particulier du r-liste [1, . . . , r], conformément aux notations précédentes, le
fixateur FixG({1, . . . , r}) est noté Gr ; la notation G0 désignant le groupe G lui-même.

Nous noteronsMG = {Min(O) | O ∈ Orb(G)} et, pour tout s ∈ [[1, n]],

MFixG({a1,...,ar}) = {Min(O) | O ∈ Orb(FixG({a1, . . . , ar}))} .

Exemple 3.3.2. Pour illustrer la notation MFixG({a1,...,ar}), considérons la permutation σ =
( 1 2 3 4 5 6

5 6 4 3 1 2 ) et le sous-groupe G de S6 défini par

G = 〈(1; 2), (3; 4), (5; 6), (1; 3; 5)(2; 4; 6)〉 .

Dans le tableau suivant, sont regroupés les groupes FixG({σ(1), σ(2), . . . , σ(s)}), leurs
orbites respectives dans {1, . . . , 6} et les ensemblesMFixG({σ(1),σ(2), ... ,σ(s)}).

s Groupes FixG({σ(1), . . . , σ(s)}) Orbites EnsemblesMFixG({σ(1), ... ,σ(s)})
0 G {1, 2, . . . , 6} MG = {1}
1 FixG({σ(1)}) = 〈(1; 2), (3; 4)〉 {1, 2}, {3, 4}, {5}, {6} MFixG({σ(1)}) = {1, 3, 5, 6}
2 FixG({σ(1), σ(2)}) = 〈(1; 2), (3; 4)〉 {1, 2}, {3, 4}, {5}, {6} MFixG({σ(1),σ(2)}) = {1, 3, 5, 6}
3 FixG({σ(1), . . . , σ(3)}) = 〈(1; 2)〉 {1, 2}, {3}, . . . , {6} MFixG({σ(1),...,σ(3)}) = {1, 3, 4, 5, 6}
4 FixG({σ(1), . . . , σ(4)}) = 〈(1; 2)〉 {1, 2}, {3}, . . . , {6} MFixG({σ(1),...,σ(4)}) = {1, 3, 4, 5, 6}
5,6 FixG({σ(1), . . . , σ(s)}) = 〈Id〉 {1}, . . . , {6} MFixG({σ(1), ... ,σ(s)}) = {1, . . . , 6}

Pour déterminer une permutation de l’ensemble E de la proposition 3.2.4, nous allons nous
ramener à la recherche d’une permutation σ′ telle que

∀s ∈ [[1, n]], σ′(s) ∈MFixG({σ′(1), ... ,σ′(s−1)}) .

Lemme 3.3.3. Soit G un sous-groupe de Sn. Pour toute permutation σ de Sn, il existe une
unique permutation σ′ de Sn telle que :

1. ∀s ∈ [[1, n]], σ′(s) ∈MFixG({σ′(1), ... ,σ′(s−1)}) ;

2. σ′σ−1 ∈ G.
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Démonstration. Raisonnons par récurrence sur k pour montrer l’assertion suivante.
Pour tout k ∈ [[1, n]], il existe une unique permutation σ′k ∈ Sn telle que :

1. ∀s ∈ [[1, k]], σ′k(s) ∈MFixG({σ′
k′ (1), ... ,σ′

k′ (s−1)}) ;

2. σ′k σ−1 ∈ G.

Au rang k = 1, notons a le plus petit entier de la G-orbite contenant σ(1). Il existe ρ ∈ G
tel que ρ(σ(1)) = a car les entiers a et σ(1) appartiennent à la même G-orbite. La permutation
σ′1 = ρ.σ vérifie alors l’hypothèse de récurrence pour k = 1.

Supposons l’assertion vraie au rang k pour k ∈ [[1, n− 1]]. Posons

Fk = FixG({σ′k(1), σ′k(2), . . . , σ′k(k)}).
Notons a le plus petit entier de l’orbite de Orb(Fk) contenant σ′k(k + 1). Il existe une permu-
tation ρ de Fk telle que ρ(σ′k(k + 1)) = a car un groupe agit transitivement sur ses orbites.

En posant σ′k+1 = ρ.σ′k, la définition de ρ et la première assertion de l’hypothèse de récur-
rence montre que nous avons :

∀s ∈ [[1, k]], σ′k+1(s) = σ′k(s) ∈MFixG({σ′(1), ... ,σ′(s−1)}) ⊂MFixG({σ′k+1(1), ... ,σ′k+1(s−1)})

car toute orbite de Orb(Fk+1) est incluse dans une orbite de Orb(Fk). De plus, l’égalité
ρ(σ′k(k + 1)) = a implique σ′k+1(k + 1) = ρ(σ′k(k + 1)) = a et, par suite, σ′k+1(k + 1) ∈
MFixG({σ′k+1(1), ... ,σ′k+1(s−1)}).

L’égalité σ′k = ρ−1. σ′k+1, avec ρ ∈ G, et l’assertion σ′kσ
−1 ∈ G de l’hypothèse de récur-

rence prouvent l’assertion σ′k+1σ
−1 ∈ G. Ceci prouve le lemme.

Exemple 3.3.4. Poursuivons l’exemple 3.3.2. Le lemme 3.3.3 se vérifie en considérant la per-
mutation σ′ = ( 1 2 3 4 5 6

1 2 5 6 3 4 ) de S6. En effet, en choisissant τ = (1; 3; 5)(2; 4; 6)(5; 6) dans G,
– l’égalité σ = τσ′ confirme l’assertion 2. ;
– la condition 1. est vérifiée comme le montre le tableau suivant.

s Groupes FixG({σ′(1), . . . , σ′(s)}) EnsemblesMG,σ′,s σ′(s)
0 G = G MG,σ′,0 = {1} σ′(1) = 1 ∈MG

1 FixG({σ′(1)}) = 〈(3; 4), (5; 6)〉 MG,σ′,1 = {1, 2, 3, 5} σ′(2) = 2 ∈MFixG({σ′(1)})
2 FixG({σ′(1), σ′(2)}) = 〈(3; 4), (5; 6)〉 MG,σ′,2 = {1, 2, 3, 5} σ′(3) = 5 ∈MFixG({σ′(1),σ′(2)})
3 FixG({σ′(1), . . . , σ′(3)}) = 〈(3; 4)〉 MG,σ′,3 = {1, 2, 3, 5, 6} σ′(4) = 6 ∈MFixG({σ′(1),...,σ′(3)})
4 FixG({σ′(1), . . . , σ′(4)}) = 〈(3; 4)〉 MG,σ′,4 = {1, 2, 3, 5, 6} σ′(5) = 3 ∈MFixG({σ′(1),...,σ′(4)})
5 FixG({σ′(1), . . . , σ′(5)}) = {Id} MG,σ′,5 = {1, . . . , 6} σ′(6) = 4 ∈MFixG({σ′(1),...,σ′(5)})

Proposition 3.3.5. Soient H un sous-groupe de Sn tel que Gk ⊆ H ⊆ Gk−1 et O une H-orbite
de {1, . . . , n} incluse dans {k + 1, . . . , n}.

Si E = {σ ∈ Gk−1 | σ(k) ∈ O} est non vide alors

∃σ′ ∈ E , ∀s ∈ [[1, n]], σ′(s) ∈MFixG({σ′(1),σ′(2), ... ,σ′(s−1)}).
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Démonstration. D’après le lemme 3.3.3 appliqué à une permutation σ appartenant à l’en-
semble E , il existe une permutation σ′ de Sn telle que

∀s ∈ [[1, n]], σ′(s) ∈MFixH({σ′(1), ... ,σ′(s−1)}) .

D’après ce lemme, nous avons, de plus, σ′ ∈ E .
Soit s ∈ [[1, n]]. Puisque FixGk ⊆ H , toute FixH({σ′(1), . . . , σ′(s− 1)})-orbite s’écrit

comme réunion de FixG({σ′(1), . . . , σ′(s− 1)})-orbite et donc

MFixH({σ′(1), ... ,σ′(s−1)}) ⊂MFixG({σ′(1),σ′(2), ... ,σ′(s−1)}) ,

d’où le résultat.

Proposition 3.3.6. Avec les notations de la proposition 3.3.5, si l’ensemble E est non vide
alors il existe une permutation ( 1 ··· n

a1 ··· an
) ∈ E telle que :

∀s ∈ [[k, n]] ,





as ∈ {Min(O) | O ∈ Orb(FixG({a1, a2, . . . , as}))} \ {a1, . . . , as−1}
et
Ps(a1, . . . , as) .

(3.3.1)

Démonstration. Supposons que E soit non vide. D’après la proposition 3.3.5, il existe une
permutation σ′ vérifiant :

∀s ∈ [[k, n]], σ′(s) ∈MFixG({σ′(1),σ′(2), ... ,σ′(s−1)}) .

Posons, pour tout i ∈ [[1, n]], ai = σ′(i). Il vient :

∀s ∈ [[k, n]], as ∈ {Min(O)|O ∈ Orb(FixH({a1, a2, . . . , as}))} \ {a1, . . . , as} . (3.3.2)

De plus, la permutation σ′ = ( 1 ··· n
a1 ··· an

) appartient à Dec(I). Ainsi :

∀s ∈ [[1, n]], Ps(a1, . . . , as) . (3.3.3)

Or, pour tout s ∈ [[1, k − 1]], ai = i car σ′ ∈ E ; l’assertion (3.3.3) est donc triviale pour
tout s ∈ [[1, k − 1]]. Cette observation et l’assertion (3.3.2) terminent la preuve.

La fonction TUP du paragraphe suivant repose sur la proposition 3.3.6.
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3.3.2 Algorithme de calcul d’un ensemble fort de générateurs du groupe
Dec(I)

Fixons k dans [[1, n− 1]] et reprenons les notations du paragraphe 3.2.3.
En cours de calcul, la fonction De_Gk_a_G(k-1) fait appel à la fonction TUP pour

déterminer, si elle existe, une permutation σ appartenant à E = {σ ∈ Gk−1 | σ(k) ∈ O}, où O
désigne une certaine H-orbite de {1, . . . , n}.

Plus précisément, le préfixe [a1, . . . , ak] de la permutation recherchée vérifie :
∗ ak = Min(O) et
∗ a1 = 1, . . . , ak−1 = k − 1 lorsque k > 1.
Soit [a1, . . . , ak] un préfixe vérifiant les conditions (3.3.1) de la proposition 3.3.6 seulement

au rang s = k.
La fonction TUP est une fonction récursive ayant pour argument un entier s ∈ [[k+1, n−1]]

et l = [a1, . . . , as−1] une liste d’entiers deux à deux distincts. Initialement, nous avons s =
k + 1.

Si s = n + 1, la permutation σ = ( 1 ··· n
a1 ··· an

) de E \ {Id} vérifie les conditions (3.3.1) de la
proposition 3.3.6 ; elle sera renvoyée par l’algorithme.

Si s < n + 1, l’ensemble

M = {Min(O)|O ∈ Orb(FixH({a1, a2, . . . , as−1}))} \ {a1, . . . , as−1}
apparaissant dans les conditions (3.3.1) de la proposition 3.3.6 est calculé. L’algorithme évalue
alors le prédicat Ps(a1, . . . , as−1, a) où a = Min(M) pour déterminer si le préfixe [a1, · · · , as−1, a]
est celui d’une permutation de E . Deux cas se présentent :

Cas 1 : L’entier a vérifie ce test et donc les conditions (3.3.1) de la proposition 3.3.6 aux
rangs i ∈ [[k, s]]. La fonction s’appelle alors récursivement avec pour arguments s + 1 et
[a1, . . . , as−1, a].

Cas 2 : L’entier a ne vérifie pas ce test. Le s-uplet [a1, . . . , as−1, a] ne vérifie donc pas les
conditions nécessaires (3.3.1) de la proposition 3.3.6 (au rang s). Il n’existe donc pas de
permutation E de préfixe [a1, . . . , as−1, a]. L’entier a est exclu deM et alors l’une des
deux situations suivantes se présente :
Cas 2.1 : L’ensemble M est non vide. Dans ce cas, l’algorithme réitère sa recherche

d’un entier a ∈ M pour lequel Ps(a1, . . . , as−1, a) est vrai, en considérant l’entier
a = Min(M).

Cas 2.2 : L’ensembleM est vide, nous avons donc :

∀a ∈M, Ps(a1, . . . , as−1, a) .

Les conditions nécessaires (3.3.1) de la proposition 3.3.6 montrent qu’il n’existe pas
de permutation de E admettant pour préfixe le (s − 1)-uplet [a1, . . . , as−1]. Dans ce
cas, la fonction renvoie la permutation σ = Id.
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Algorithme 3.3.7.
Fonction TUP (s, [a1, . . . , as−1], σ, P)
/*
Entrées : . Un entier s de {1, . . . , n + 1}.

. Une liste [a1, . . . , as−1] d’entiers de {1, . . . , n}, distincts deux à deux.

. Une permutation σ égale à Id jusqu’à ce qu’une permutation de E soit trouvée.

. L’ensemble de conditions P = (P1, . . . , Pn) décrit dans le paragraphe 3.1.2.

Sortie : . Une permutation σ =
`

1 ··· n
a1 ··· an

´
appartenant à E si elle existe, Id sinon.

Note : . Avec ces entrées, si la fonction TUP s’appelle récursivement, c’est avec un préfixe [a1, . . . , as−1, a] vérifiant les conditions
∀j ∈ [[1, s]], Pj(a1, . . . , aj) et Ps(a1, . . . , as−1, a).

*/

Si s = n + 1 Alors σ = ( 1 ··· n
a1 ··· an

) ;
Sinon
. M = {Min(O)|O ∈ Orb(FixH({a1, a2, . . . , as−1}))} \ {a1, . . . , as−1} ;
. Tant que M 6= ∅ et σ = Id faire
. . a = Min(M) ;
. . M =M\ {a} ;
. . /* Recherche d’une image possible a de s */

. . Si Ps(a1, . . . , as−1, a) Alors

. . . σ = TUP (s + 1, [a1, . . . , as−1, a], σ, S) ;

. . Fin Si ;

. Fin Tant Que ;
Fin Si ;
Retourner σ ;
Fin Fonction

Nous appelons EFG l’algorithme obtenu en substituant la fonction TUP du paragraphe 3.3.2
à la fonction TrouverUnePermutation dans l’algorithme Generateurs.

Parcours d’arbre effectué par l’algorithme

Pour comparer les parcours d’arbre effectués par les algorithmes Generateurs et EFG,
nous allons considérer l’idéal engendré dans Q[X1, . . . , X8] par l’ensemble triangulaire de
polynômes ci-dessous (cet idéal est l’idéal induit de l’idéal de rupture du polynôme X8 −
2X7− 9X6 + 10X5 + 22X4− 14X3− 15X2 + 2X + 1 de Q[X] ; ce type d’idéaux de Galois
est défini au Paragraphe 4.1).
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f1(x1) = x8
1 − 2x7

1 − 9x6
1 + 10x5

1 + 22x4
1 − 14x3

1 − 15x2
1 + 2x1 + 1

f2(x1, x2) = x2 + 1/2x7
1 − 3/2x6

1 − 4x5
1 + 10x4

1 + 10x3
1 − 16x2

1 − 11/2x1 + 3/2
f3(x1, x2, x3) = x2

3 + x3x
6
1 − x3x

5
1 − 9x3x

4
1 − x3x

3
1 + 14x3x

2
1 + 6x3x1 − x3

+1/2x7
1 − 1/2x6

1 − 5x5
1 + x4

1 + 9x3
1 − 2x2

1 − 1/2x1 + 1/2
f4(x1, . . . , x4) = x4 + x3 + x6

1 − x5
1 − 9x4

1 − x3
1 + 14x2

1 + 6x1 − 1
f5(x1, . . . , x5) = x2

5 − 3/2x5x
7
1 + 2x5x

6
1 + 14x5x

5
1 − 5x5x

4
1 − 28x5x

3
1 + 3x5x

2
1

+19/2x5x1 + 3/2x6
1 − x5

1 − 15x4
1 − 4x3

1 + 27x2
1 + 11x1 − 9/2

f6(x1, . . . , x6) = x6 + x5 − 3/2x7
1 + 2x6

1 + 14x5
1 − 5x4

1 − 28x3
1 + 3x2

1 + 19/2x1

f7(x1, . . . , x7) = x2
7 + x7x

7
1 − 3/2x7x

6
1 − 9x7x

5
1 + 4x7x

4
1 + 19x7x

3
1 − x7x

2
1 − 9x7x1

−5/2x7 − 1/2x7
1 + x6

1 + 5x5
1 − 6x4

1 − 14x3
1 + 8x2

1 + 23/2x1 + 1
f8(x1, . . . , x8) = x8 + x7 + x7

1 − 3/2x6
1 − 9x5

1 + 4x4
1 + 19x3

1 − x2
1 − 9x1 − 5/2 .

L’algorithme récursif Generateurs du paragraphe 3.3.2 appliqué à l’idéal I parcourt
l’intégralité de l’arbre 3.2 ci-après. Le sous-arbre de l’arbre 3.2 constitué des parties non gri-
sées est celui parcouru par EFG.

À chaque nombre apparaissant dans cet arbre correspond un test d’appartenance à l’idéal,
sauf pour la branche supérieure, où seuls les 2 derniers entiers correspondent à des tests non
triviaux. Lorsque ce test d’appartenance est négatif, l’entier est barré.

FIG. 3.2 – Arbres parcourus par les algorithmes
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Décrivons le calcul de la permutation (1; 2)(5; 7)(6; 8) par la fonction TUP à partir de
l’appel par la fonction De_Gk_a_G(k-1). Rappelons qu’ici le groupe D est le groupe de
décomposition de I , Dec(I), et que l’ensemble des prédicats P = {P1, . . . , Pn} est défini, au
paragraphe 3.1.2, par :

∀r ∈ [[1, n]], (Pr(a1, . . . , ar) est vrai) ssi (fr(Xa1 , Xa2 , . . . , Xar) ∈ I) .

Le calcul de l’ensemble fort de générateurs du fixateur G1 ayant été effectué, nous avons G1 =
〈(3; 4), (5; 6), (7; 8)〉 et, à partir de cet ensemble de générateurs, la fonction De_Gk_a_G(k-1)
commence le calcul de Dec(I). Pour cela, la fonction De_Gk_a_G(k-1) détermine l’en-
semble {{2}, {3; 4}, {5; 6}, {7; 8}} des G1-orbites de {1, . . . , n} incluses dans {2, . . . , n} et
calcule l’ensembleM = {2, 3, 5, 7} des éléments minimaux de ces orbites. La fonction TUP
est alors appelée par la fonction De_Gk_a_G(k-1) pour rechercher une permutation de pré-
fixe [Min(M)] = [2] via l’appel :

TUP (2, [2], Id, P) .

La fonction TUP calcule alors l’ensemble

MFixG({1,2}) \ {2} = {Min(O)|O ∈ Orb(FixG({1, 2}))} \ {2} = {1, 3, 7}
puis teste pour a = 1 ∈MFixG({1,2})\{2} l’appartenance à l’idéal I du polynôme f2(X2, Xa).
Ce test retournant la valeur vraie, la fonction s’appelle récursivement pour compléter le
préfixe [2, 1].

De la même manière, les préfixes [2, 1, 3] et [2, 1, 3, 4] sont obtenus par deux appels ré-
cursifs de la fonction TUP , en calculant les ensemblesMFixG({2,1}) \ {2, 1} = {3, 5, 7} puis
MFixG({2,1,3})\{2, 1, 3} = {4, 5, 7} et en testant l’appartenance des polynômes f3(X2, X1, X3)
et f4(X2, X1, X3, X4) à l’idéal I .

La fonction cherche alors à compléter la liste [2, 1, 3, 4] en le préfixe [2, 1, 3, 4, a] d’une
permutation σ ∈ Dec(I) (si toutefois cette permutation existe), où a est un entier appartenant
à l’ensemble MFixG({2,1,3,4}) \ {2, 1, 3, 4} = {5, 7}. Le polynôme f5(X2, X1, X3, X4, X5)
n’appartenant pas à I , l’entier a = 5 apparaît donc barré dans l’arbre 3.2.

Ensuite, l’algorithme détermine alors si [2, 1, 3, 4, 7] est un préfixe possible d’une permu-
tation de Dec(I) ; pour cela, il teste l’appartenance du polynôme f5(X2, X1, X3, X4, X7) à
l’idéal I .

Ce test étant positif, l’algorithme s’appelle alors récursivement pour compléter la suite
[2, 1, 3, 4, 7] en un préfixe [2, 1, 3, 4, 7, b], où b ∈MFixG({2,1,3,4,7}) \ {2, 1, 3, 4, 7} = {5, 8}. Le
polynôme f6(X2, X1, X3, X4, X7, X5) n’appartenant pas à l’idéal I , l’entier 5 apparaît barré
dans l’arbre 3.2 et l’appartenance de f6(X2, X1, X3, X4, X7, X8) à l’idéal I est alors testé.

Ce test retournant la valeur vraie, la fonction s’appelle récursivement pour compléter le
préfixe [2, 1, 3, 4, 7, 8].

Après les deux appels récursifs suivants, la fonction TUP retourne la permutation (1; 2)(5; 7)(6; 8).
Les algorithmes Generateurs et l’algorithme EFG calculent respectivement 73 et 48

formes normales pour calculer Dec(I).
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3.3.3 Complexité - Cas général
Ce paragraphe est consacré à l’étude de la complexité de l’algorithme EFG appliqué à un

idéal de Galois I . Comme dans le cas de l’algorithme IsPurGaloisIdeal, nous cherchons
à majorer le nombre de prédicats calculés par l’algorithme, c’est-à-dire de tests d’appartenance
à l’idéal I .

Nous allons, tout d’abord, majorer le nombre de r-liste [a1, . . . , ar] où 1 6 r 6 n − 1
vérifiant les conditions

∀s ∈ [[1, r]] , Ps(a1, . . . , as) ; (3.3.4)
∀s ∈ [[1, r]] , as ∈MFixD({a1,a2,...,as}) \ {a1, . . . , as−1}. (3.3.5)

Toute r-liste passée comme argument à la fonction De_Gk_a_G(k-1) ou à la fonction
TUP pendant l’exécution de l’algorithme generateurs2 vérifie les conditions ci-dessus
(voir Paragraphe 3.3.2).

L’ensemble des r-listes d’entiers de [[1, n]] vérifiant les conditions (3.3.4) sera noté E.

Majoration du nombre de r-listes vérifiant les conditions (3.3.4) et (3.3.5)

Soit r ∈ [[1, n − 1]]. Notons ∼ la relation d’équivalence définie sur E par : pour tout
[a1, . . . , ar] ∈ E et [a′1, . . . , a

′
r] ∈ E,

[a1, . . . , ar] ∼ [a′1, . . . , a
′
r] ssi ∃d ∈ Dec(I), [a1, . . . , ar] = [d(a′1), . . . , d(a′r)] .

Proposition 3.3.8. L’ensemble des r-listes de E vérifiant la condition (3.3.5) est un système
de représentants des classes de ∼-équivalence de E.

Démonstration. En effet, tout élément a ∈ E appartient à la classe Dec(I).a de∼-équivalence
de E et l’élément minimal b de cette classe, pour l’ordre lexicographique <lex sur E, vérifie la
condition (3.3.5).

L’ensemble de r-listes vérifiant les conditions (3.3.4) et (3.3.5) est donc égal au nombre de
classes de ∼-équivalence de E.

Considérons un injecteur L de I .
Notons ∼D la relation d’équivalence définie sur L par : pour tout σ1 ∈ L et tout σ2 ∈ L,

σ1 ∼D σ2 ssi ∃d ∈ Dec(I), σ1 = d σ2 .

Proposition 3.3.9. L’application définie par
Πr : L/ ∼D −−−→ E/ ∼

σ −−−→ (σ(1), . . . , σ(r)) .

est bien définie et est surjective.
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Démonstration. Πr est bien définie. Soient σ1 et σ2 deux permutations de L. Supposons que
σ1 ∼D σ2. Il existe donc d ∈ Dec(I) telle que σ1 = dσ2. Nous avons alors

(σ1(1), . . . , σ1(r)) = (dσ2(1), . . . , dσ2(r)) = d.(σ2(1), . . . , σ2(r)) ;

et donc Πr(σ1) = Πr(σ2)
Πr est surjective. En effet, d’après le théorème 3.2.22, toute r-liste de E est le préfixe d’une

permutation σ de L.

Le nombre de classes de ∼D-équivalence de L majore donc le nombre de r-listes vérifiant
les conditions (3.3.4) et (3.3.5).

Définition 3.3.10. Soit L une partie de Sn. L’injecteur de L est le sous-groupe de Sn, noté
Inj(L), défini par

Inj(L) = {σ ∈ Sn | σ.L = L} .

(Cet ensemble est un groupe car c’est une partie de Sn stable pour le produit dans Sn.)

Lemme 3.3.11. Soient E1 et E2 deux parties de Sn. Si E1 = E2 E1 (resp. E1 = E1 E2) alors
E1 est réunion de classe à droite (resp. à gauche) de E1 modulo E2, i.e. il existe T ⊂ E1 tel
que E1 s’écrive comme l’union disjointe :

E1 =
⋃
τ∈T

E2 τ (resp., E1 =
⋃
τ∈T

τ E2).

De plus, nous avons Card(T ) =
Card(E1)

Card(E2)
(resp. Card(T ) =

Card(E2)

Card(E1)
). L’ensemble T sera

appelé une transversale à droite (resp., à gauche) de E1 modulo E2.

Démonstration. En effet, si τ ∈ E1 alors E1 ⊃ E2.τ ; ainsi, E1 est réunion d’ensemble E2.τ
où τ ∈ E1. De plus, pour tout τ ∈ E1 et tout τ ′ ∈ E1, l’égalité τE2 ∩ τ ′E2 6= ∅ implique
τE2 = τ ′E2 ; d’où le résultat.

Proposition 3.3.12. Notons d1, . . . , dt une transversale à droite de L modulo Inj(L) et `1, . . . , `s

une transversale à gauche de L modulo Dec(I). Nous avons :

t = Card(L)/ Card(Inj(L)) et s = Card(L)/ Card(Dec(I)) .

Pour toute permutation σ de L, il existe i ∈ [[1, t]] et j ∈ [[1, s]] tel que σ ∈ Dec(I) `j di.

Démonstration. Nous avons les égalités Inj(L)L = L et L Dec(I) = L qui proviennent de
la définition de Inj(L) et de la proposition 1.4.14. Le lemme 3.3.11 justifie l’existence des
transversales de L considérées dans la proposition et les égalités t = Card(L)/ Card(Inj(L))
et s = Card(L)/ Card(Dec(I)).
Soit σ ∈ L. Puisque L =

⋃t
i=1 Inj(L) di, il existe i ∈ [[1, t]] et ρ ∈ Inj(L) tel que σ = ρ di. Or

Inj(L) est un groupe, ainsi ρ−1 ∈ Inj(L) et, puisque Inj(L) ⊂ L (car Inj(L)L = L et L, étant
un injecteur de I , contient IdSn), ρ−1 ∈ L. L’égalité L =

⋃s
j=1 `j Dec(I) montre qu’il existe

j ∈ [[1, s]] et d ∈ Dec(I) tel que ρ−1 = `j d. Par suite, σ = d `−1
j di.
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Nous allons maintenant majorer le nombre de r-listes vérifiant les conditions (3.3.4) et
(3.3.5) à l’aide des classes de ∼D-équivalence de L.

Corollaire 3.3.13. Le nombre de classes de ∼D-équivalence de L, et donc le nombre de r-
listes de E vérifiant la condition (3.3.5), est au plus égal à

Card(L)2

Card(Dec(I)) Card(Inj(L))
.

Démonstration. D’après la proposition précédente, l’ensemble des permutations

{ `j di | i ∈ [[1, t]], j ∈ [[1, s]]}
contient au moins un représentant par classe de L/ ∼D. Par suite, le nombre de classe de
∼D-équivalence de L est donc majoré par le produit s t, autrement dit par

Card(L)2

Card(Dec(I)) Card(Inj(L))
.

Majoration du nombre de prédicats calculés par l’algorithme EFG

Rappelons tout d’abord que toute r-liste [a1, . . . , ar] où 1 6 r 6 n − 1 passée comme
argument à la fonction De_Gk_a_G(k-1) ou à la fonction TUP vérifie les conditions (3.3.4)
et (3.3.5). Pour déterminer un entier ar+1 ∈ [[1, n]] \ {a1, . . . , as} tel que Pr+1(a1, . . . , as),
les fonctions De_Gk_a_G(k-1) et TUP effectuent au plus n − r calculs de prédicats. Pour
compléter une r-liste vérifiant les conditions (3.3.4) et (3.3.5) en des r + 1 listes vérifiant ces
mêmes conditions, l’algorithme EFG effectue donc au plus

Card(L)2

Card(Dec(I)) Card(Inj(L))
(n− r)

calculs de prédicats (i.e. le produit du majorant du nombre de r-listes vérifiant les conditions
(3.3.4) et (3.3.5) (voir Corollaire 3.3.13) par le majorant du nombre de prédicats par r-liste
considérée).
En sommant les majorants des nombres de prédicats calculés pour r parcourant [[1, n − 1]],
nous obtenons la complexité de l’algorithme EFG en terme de calculs de prédicats :

O

(
Card(L)2

Card(Dec(I)) Card(Inj(L))
n2

)
.

Cas des idéaux de Galois purs

Dans le cas d’un idéal de Galois pur, nous avons L = Dec(I) = Inj(L) (voir Propo-
sition 1.4.15 et Définition 1.4.16). Le coût de cet algorithme est alors en O(n2) calculs de
prédicats.
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3.3.4 Cas où un sous-groupe est connu
Dans cette partie, nous supposons connu un sous-groupe G du groupe G = Dec(I).

Ce type de situation sera illustré par le cas des idéaux de rupture. La donnée du groupe G
permet de déterminer sans calcul de prédicat des permutations recherchées par la fonction
De_Gk_a_G(k-1).

Notons G un ensemble fort de générateurs de G. Posons G0 = G et, pour tout k ∈ [[2, n]],
Gk−1 = G ∩Gk−1.

Soit k un entier quelconque de [[1, n]].
Rappelons que la fonction De_Gk_a_G(k-1) appelle la fonction TUP pour rechercher

des permutations σ de Gk−1 \ Gk. Les permutations trouvées sont alors adjointes à l’en-
semble fort de générateurs de Gk pour construire l’ensemble fort de générateurs de Gk−1,
cette construction s’appuie sur la proposition 3.2.4.
Or cette proposition peut s’appliquer à tout ensemble de générateurs L d’un sous-groupe L de
Dec(I) vérifiant Gk ⊂ L ⊂ Gk−1, ce qui est le cas de la réunion de Gk−1 et de l’ensemble fort
de générateurs Gk de Gk.
Ainsi, pour exploiter la donnée du sous-groupe G du groupe de décomposition G, il suffit,
lors de l’appel de la fonction De_Gk_a_G(k-1) par la fonction Generateurs, de passer
comme argument l’ensemble de permutations L = Gk−1∪Gk et les 〈L〉-orbites de {1, . . . , n}.
Ceci est réalisé par la fonction SousGroupeConnu ci-dessous qui vient en substitution à la
fonction Generateurs.

La fonction De_Gk_a_G(k-1) permettra alors de compléter l’ensemble L en un en-
semble fort de générateurs de Gk−1.

Algorithme 3.3.14.
La fonction Orbits de cet algorithme retourne les orbites dans {1, · · · , n} du groupe engendré par l’ensemble
fort de générateurs qui lui est passé comme argument.
Fonction SousGroupeConnu (P , G )

/* Entrée : . L’ensemble des conditions P = (P1, . . . , Pn) décrit dans le paragraphe 3.1.2.
. Un ensemble fort de générateurs G du sous-groupe G de Dec(I).

Sortie : . Un ensemble, noté G0, de générateurs du groupe Dec(I). */

G0 := {Id} ;
orbites := {{1}, . . . , {n}} ;
k := n− 1 ;
Tant que k 6= 0 faire
. Gk = G ∩Gk ;
. L = G0 ∪ Gk ;
. orbites = Orbites( L ) ;
. G0, orbites = De_Gk_a_G(k-1)( k, L, orbites, P ) ;
. k := k − 1 ;
Fin Tant que ;
Retourner G0 ;
Fin Fonction ;
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Le théorème suivant permet de déterminer facilement un sous-groupe du groupe de dé-
composition d’un idéal triangulaire. Le paragraphe ci-après présente une situation où il sera
appliqué.

Théorème 3.3.15. (voir [57] et [19]) . Soit g ∈ A[X] un polynôme à coefficient dans un
anneau A de degré d. Notons

C0(X1), C1(X1, X2), . . . , Cd(X1, . . . , Xd)

les modules de Cauchy de g (voir Définition 1.2.4). Le groupe de décomposition de l’idéal
engendré par C0(X1), C1(X1, X2), . . . , Cd(X1, . . . , Xd) est Sd.

Remarque 3.3.16. Un ensemble fort de générateurs du groupe symétrique Sd est

{(1; 2), (2; 3), (3; 4), . . . , (d− 1 ; d)} .

Cas des idéaux induits d’idéaux de rupture

Soit f désigne un polynôme séparable de K[X] de degré n et α1, . . . , αn les n racines du
polynôme f dans une clôture algébrique de K. Nous définissons rapidement la notion d’idéal
induit d’un idéal de rupture d’un polynôme qui sera vue au chapitre 4.

Notons g1(α1, X) = X − α1, g2(α1, X), . . . , gr(α1, X) les facteurs irréductibles de f sur
K(α1)[X] ordonnés dans l’ordre croissant de leurs degrés respectifs d1, d2, . . . , dn en X .

Posons s1 = 1, sr+1 = n + 1 et Tg1(α1) = {f(X1)}. Pour tout i ∈ [[2, r]], posons si =
1 + d1 + d2 + · · · + di−1 et

Tgi
(α1) = {fsi

(α1, Xsi
) = gi(α1, Xsi

), . . . , fsi+1−1(α1, Xsi
, . . . , Xsi+1−1)} ,

l’ensemble des modules de Cauchy du polynôme gi pris dans K[Xsi
, . . . , Xsi+1−1].

L’idéal induit d’un idéal de rupture du polynôme f est l’idéal triangulaire If de K[X1, . . . , Xd]
engendré par l’ensemble triangulaire :

S =
r⋃

i=1

Tgi
(X1)

= {f1(X1), f2(X1, X2), . . . , fn(X1, . . . , Xn)}.
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Proposition 3.3.17. Le stabilisateur FixDec(If )({1}) est égal au produit direct de groupes
S{1} × S{s2,...,s3−1} × · · · × S{sr,...,sr+1−1}.

Démonstration. Montrons l’inclusion :

S{1} × S{s2,...,s3−1} × · · · × S{sr,...,sr+1−1} ⊂ FixDec(If )({1}) . (3.3.6)

Soit σ ∈ S{1} × S{s2,...,s3−1} × · · · × S{sr,...,sr+1−1}. Il existe r permutations σ1, . . . , σr

appartenant respectivement à S{1}, S{s2,...,s3−1}, . . . , S{sr,...,sr+1−1} telles que σ = σ1 · · · σr.
Soit k ∈ [[1, n]] et considérons le polynôme fk(X1, . . . , Xk) de l’ensemble triangulaire S.
Montrons que σ.fk(X1, . . . , Xk) ∈ If .

Le cas k = 1 est trivial car 1 est invariant sous l’action de σ. Si k ∈ [[2, n]], notons m l’entier
de [[2, r]] tel que fk(X1, . . . , Xk) ∈ Tgm(X1). D’après la proposition 3.3.15, la permutation σm

appartient au groupe de décomposition de l’idéal des relations symétriques J de gm. Par suite,
le polynôme σ.fk(X1, . . . , Xk) = σm.fk(X1, . . . , Xk) appartient à J . L’inclusion J ⊂ If

montre que σ.fk(X1, . . . , Xk) appartient à If .
Ainsi, pour tout k ∈ [[1, n]], σ.fk(X1, . . . , Xk) ∈ If . L’idéal If étant engendré par les n

polynômes {f1, f2, . . . , fn}, ceci implique que ∀g ∈ If , σ.g ∈ If . D’où l’inclusion.

Pour montrer l’inclusion inverse, raisonnons par l’absurde.
Supposons qu’il existe une permutation σ ∈ FixDec(If )({1}) qui n’appartienne pas à S{1}×

S{s2,...,s3−1} × · · · × S{sr,...,sr+1−1}. Sous cette condition, l’un des ensembles

{1}, {s2, . . . , s3 − 1}, . . . , {sr, . . . , sr+1 − 1}

n’est pas invariant sous l’action de σ. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité que σ
transforme un entier a2 ∈ {s2, . . . , s3 − 1} en un entier a3 ∈ {s3, . . . , s4 − 1}. L’inclusion
(3.3.6) assure l’existence de deux permutations σ2 et σ3 de FixDec(If )({1}) telles que σ2(s2) =

a2 et que σ3(s3) = a3. De l’égalité σ−1
3 σ σ2(s2) = s3, il vient σ−1

3 σ σ2.fs2(X1, Xs2) =
fs2(X1, Xs3) ∈ If , ainsi fs2(α1, α3) = 0. Les facteurs g2 = fs2 et g3 = fs3 de f sur K(α1)[X]
ont donc une racine commune et f une racine double. Ceci contredit l’hypothèse de séparabi-
lité de f .

Remarque 3.3.18. Dans le cas des idéaux induit d’idéaux de rupture, le groupe FixDec(If )({1})
est donc a priori connu.
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Ainsi, pour adapter l’algorithme SousGroupeConnu à ce type d’idéal, il suffit :

1. d’initialiser la variable k à 1 dans la boucle Tant que de cette fonction, ce qui a pour
effet de ne pas calculer FixDec(If )({1}).

2. de passer comme argument à cette fonction l’ensemble fort de générateurs du stabilisa-
teur FixDec(If )({1}) :

{ (s2; s2 + 1), (s2 + 1; s2 + 2), . . . , (s2 + d2 − 2; s2 + d2 − 1),
(s3; s3 + 1), (s3 + 1; s3 + 2), . . . , (s3 + d3 − 2; s3 + d3 − 1),
...
(sr; sr + 1), (sr + 1; sr + 2), . . . , (sr + dr − 2; sr + dr − 1) } .

Parcours d’arbre lorsqu’un sous-groupe est connu

L’idéal I de ce paragraphe étant un idéal induit d’un idéal de rupture. la proposition 3.3.17
montre l’égalité

FixDec(If )({1}) = S{1} × S{2,3} × S{3,4} × S{5,6} × S{7,8},

qui permet d’appliquer l’algorithme SousGroupeConnu du paragraphe 3.3.4. Ce dernier ne
parcourant, de la branche supérieure de l’arbre 3.2, que le sous-arbre 3.3, le nombre de formes
normales est de 36 pour cet algorithme.

FIG. 3.3 – Branche supérieure parcourue par l’algorithme SousGroupeConnu

La remarque 3.3.18 permet d’éviter les calculs de la branche 3.2 et restreint ainsi à 27
le nombre de formes normales nécessaires au calcul d’un ensemble fort de générateurs de
Dec(I).
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3.4 Comparaison des algorithmes

Dans ce paragraphe, la nomenclature nTi des sous-groupes transitifs de Sn est celle établie
par Butler et McKay (Voir [18]).

Tous les algorithmes de ce chapitre ont été implantés dans le logiciel de calcul formel
Magma(voir [13]) et nous noterons fn,i le polynôme de groupe de Galois nTi figurant dans le
package galpolde ce logiciel.

3.4.1 Algorithmes STRONG_GENERATORS et Generateurs

Le tableau comparatif 3.1 recense les temps de calcul des algorithmes STRONG_GENERATORS
de H. Anai, M. Noro, et K. Yokoyama (voir [6]) et Generateurs (Algorithme 3.2.13). L’al-
gorithme STRONG_GENERATORS ne s’appliquant qu’aux idéaux de relations, nous nous li-
mitons à ce cas pour ce tableau.
Nous avons considéré, pour chacun des groupes transitifs nTi, un idéal des relations In,i du
polynôme fn,i calculé par la méthode présentée au chapitre 4. Remarquons que, dans ce cas,
le groupe de Galois nTi du polynôme fn,i sur Q est, à isomorphisme près, le groupe de dé-
composition de l’idéal In,i. Pour chaque idéal In,i, nous comparons le temps de calcul néces-
saire aux algorithmes STRONG_GENERATORS et Generateurs pour déterminer le groupe
Dec(In,i).

Idéal I Card(Dec(I)) StrongGenerators Generateurs
I8,10 16 0.04 0.01
I8,17 32 0.15 1.9
I8,26 64 709.6 1.65
I8,35 128 55.6 0.129
I9,28 648 3.17 0.169
I8,47 1152 7.2 0.06
I10,43 28 800 > 700 0.611
I8,50 40 320 1.719 0.019
I12,299 1 036 800 > 700 5.06

TAB. 3.1 – Algorithmes StrongGenerators et Generateurs .

(Implantation en Magma - AMD Duron 800 Mh - 256 Mo - Temps en s.)
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Remarque 3.4.1. L’algorithme STRONG_GENERATORS exploite, pour le calcul du groupe de
Galois, des propriétés liées à la tour d’extensions de corps :

Q(α1) ⊂ Q(α1, α2) ⊂ · · · ⊂ Q(α1, . . . , αn),

où Q(α1, . . . , αi) est isomorphe à Q[X1, . . . , Xi]/〈f1, . . . , fi〉 pour i ∈ [[1, n]]. Ces propriétés
ne sont pas utilisées par les algorithmes de ce chapitre.

3.4.2 Algorithmes Generateurs et EFG

Pour établir le tableau 3.2, deux types d’idéaux ont été utilisés :

– des idéaux de relations obtenus par la méthode décrite au chapitre 4, idéaux marqués
d’une astérisque ;

– des idéaux induit d’idéaux de rupture (Voir Paragraphe 3.3.4 ou Chapitre 4).

Pour chaque ligne, la première colonne indique que l’idéal In,i a été obtenu à partir du
polynôme fn,i. La seconde colonne précise le cardinal du groupe de décomposition de l’idéal
correspondant. Les quatre dernières colonnes indiquent le temps de calcul nécessaire à la dé-
termination d’un ensemble fort de générateurs du groupe Dec(In,i) respectivement par les algo-
rithmes Generateurs (Algorithme 3.2.13), EFG (voir Paragraphe 3.3.2), SousGroupeConnu
et par celui obtenu en effectuant la modification décrite dans la remarque 3.3.18.

Pour les deux dernières colonnes, lorsqu’aucun sous-groupe du groupe de décomposition
n’a été utilisé ou que l’algorithme n’est pas applicable à l’idéal considéré le champ a été rempli
d’un signe −.

Les cas où le cardinal du groupe de décomposition de l’idéal coïncide avec celui de la
variété de l’idéal sont repérés par l’astérisque ∗. Lorsqu’un idéal vérifie cette condition, nous
savons que le groupe de décomposition de l’idéal In,i est aussi son stabilisateur. Ceci permet
alors d’appliquer l’algorithme GaloisIdéal (voir [70]) à l’idéal In,i qui, pour déterminer
le groupe de Galois du polynôme ainsi qu’un idéal des relations de ce polynôme, nécessite de
connaître un stabilisateur de l’idéal In,i.
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Idéal Card(Dec(I)) Generateurs EFG SousGroupeConnu Remarque 3.3.18

I∗8,9 16 63 56 − −
I∗8,10 16 65 58 − −
I∗8,11 16 57 50 − −
I∗8,15 32 72 60 − −
I∗8,17 32 47 38 − −
I∗8,26 64 66 56 − −
I∗8,29 64 64 54 − −
I∗8,35 128 61 50 − −
I10,21 480 82 57 27 21
I9,8 96 82 54 31 25
I12,22 2304 147 84 44 33
I12,43 8640 129 80 32 25
I13,4 13824 125 93 30 18
I14,12 40320 152 104 44 32
I14,26 181440 134 98 27 18
I15,11 1935360 185 115 33 25

TAB. 3.2 – Comparaison des algorithmes en terme de formes normales calculées.

Dans le cas des idéaux du tableau ci-dessus, le nombre de formes normales nécessaires au
calcul de Dec(I) est, avec l’algorithme EFG, de 10 % à 40 % plus faible qu’avec l’algorithme
Generateurs. La comparaison des trois dernières colonnes montre que la connaissance
plus ou moins précise d’un sous-groupe permet d’améliorer grandement le calcul du groupe
de décomposition.

Remarque 3.4.2. Il est possible d’améliorer ces trois algorithmes en utilisant le calcul modu-
laire pour optimiser les tests d’appartenance à l’idéal I : si un polynôme R modulo un entier
p n’appartient pas à I modulo p alors R n’appartient pas à I . Sur certains des exemples précé-
dents, ce pré-test modulaire réduit jusqu’à un facteur 20 les temps de calcul et, en général, p
égal à 2 ou 3 suffit.
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Chapitre 4

Application des injecteurs pour le calcul
de corps de décomposition

Ce chapitre est consacré à l’étude d’une méthode mixte de calcul du corps de décompo-
sition d’un polynôme irréductible f ou, plus exactement, de l’un de ses idéaux de relations.
Cette méthode rend compatible les algorithmes de calcul d’un corps de décomposition par fac-
torisations successives et l’algorithme GaloisIdéal décrit au paragraphe 1.5. Elle consiste,
d’abord, à procéder par factorisation de f sur l’un de ses corps de rupture. À partir de cette
factorisation et d’informations partielles sur le groupe de Galois de f , un idéal des relations
est ensuite calculé à l’aide de l’algorithme GaloisIdéal.

L’objectif de cette méthode est de compenser les faiblesses respectives de ce deux types
d’algorithmes. Lorsque l’ordre du groupe de Galois de f est élevé, les dernières étapes des al-
gorithmes procédant par factorisations successives (voir [66, 41, 6, 51]) peuvent s’avérer très
coûteuses alors que, pour l’algorithme GaloisIdéal, ce sont les premières étapes qui sont
les plus coûteuses. De plus, les algorithmes de calcul d’un idéal de relations procédant par
factorisations successives n’exploitent pas les informations sur le groupe de Galois de f pro-
venant des factorisations (voir Chapitre 2) alors que ce type d’information peut être utilisées
par l’algorithme GaloisIdéal.

La méthode mixte de ce chapitre part d’une factorisation de f sur un de ces corps de rupture
ce qui permet d’obtenir facilement un idéal de Galois I de f appelé idéal induit (cette construc-
tion fait l’objet du paragraphe 4.1). L’idéal induit I constitue la première entrée de l’algorithme
GaloisIdéal. Obtenir la deuxième entrée nécessaire à l’algorithme GaloisIdéal, un
injecteur de l’idéal I , constitue généralement la principale difficulté de cette méthode mixte.
Plus précisement, pour obtenir cette deuxième entrée, nous partirons d’informations partielles
sur le groupe de Galois de f (en particulier, de celles provenant de sa factorisation). Ces in-
formations partielles permettent de déterminer des classes de conjugaison de sous-groupes du
groupe symétrique dont l’une est l’ensemble des groupes de Galois des éléments de V (I) (voir
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Définitions 1.3.5 et 1.3.6). Certaines de ces classes, dont celle des groupes de Galois des élé-
ments de V (I), permettent le calcul d’un injecteur de l’idéal I mais d’autres ne permettent pas
ce calcul. Nous procéderons alors par élimination pour déterminer les classes qui permettent
obtenir un injecteur. Nous aurons alors les entrées nécessaire à l’algorithme GaloisIdéal.

Avant d’appliquer cet algorithme et à partir d’informations partielles sur le groupe de Ga-
lois, il nous sera parfois possible d’obtenir, sans calcul, un idéal de Galois contenant stricte-
ment l’idéal induit I . Cette technique consiste à adjoindre aux relations algébriques définies
par I de nouvelles obtenues par action de certaines permutations sur les polynômes engen-
drant I . La difficulté est encore ici d’identifier un injecteur de l’idéal obtenu pour obtenir la
deuxième entrée de l’algorithme GaloisIdéal.

Le schéma suivant résume la démarche adoptée pour notre algorithme.

La construction d’un idéal de Galois à partir des facteurs irréductibles de f sur l’un de ses
corps de rupture est l’objet du paragraphe 4.1. Nous y définissons les notions d’idéal de rupture
et d’idéal induit. Le paragraphe 4.2.1 regroupe des résultats techniques que nous utiliserons
ensuite. Le paragraphe 4.2.2 est consacré aux résultats permettant de calculer un injecteur
d’un idéal induit. Les résultats permettant de déterminer les sous-groupes de Sn à partir des-
quels nous pourrons calculer un injecteur d’un idéal induit font l’objet du paragraphe 4.2.3.
L’algorithme de calcul d’un injecteur d’un idéal induit et l’algorithme de calcul du corps de dé-
composition de cette méthode mixte sont décrits aux paragraphes 4.2.4 et 4.5. Les techniques
permettant d’obtenir idéal de Galois contenant strictement un idéal de rupture font l’objet du
paragraphe 4.4. Au paragraphe 4.5, nous adaptons les résultats précédents à l’étude du degré
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8. Dans ce cadre, la plus part des étapes de notre algorithme peuvent être précalculées. Est
exclu de cette étude, le cas des groupes 2-transitifs : ce cas s’inscrit dans une étude globale des
extensions supérieures qui peut s’appuyer sur les résultats de ce chapitre. Le paragraphe 4.6
est dédié à l’implantation et à l’expérimentation.

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec G. Renault et A. Vali-
bouze. Il s’agit d’une version plus algébrique des résultats de l’article préliminaire [52].
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Notations
Dans toute la suite de ce chapitre,
– k est corps infini et k̄ une clôture algébrique de k ;
– f est un polynôme irréductible en une variable à coefficient dans k ;
– α = (α1, . . . , αn) ∈ k̄n désignera un n-uplet de n racines distinctes de f .

4.1 Idéal de rupture et idéal induit
Dans ce paragraphe, nous allons construire un idéal de Galois de f à partir des facteurs

irréductibles de f sur son corps de rupture k(α1)[x]. Il s’agit de l’idéal induit (voir Défini-
tion 4.1.3) de l’idéal de rupture de f (voir Définition 4.1.7). Au corollaire 4.1.13, nous verrons
qu’un ensemble de générateurs de cet idéal est facile à obtenir.

Supposons que f possède trois facteurs dans k(α1)[x] :

f(x) = (x− α1).g(α1, x).h(α1, x) .

Notons m le degré en la variable x de g et p celui de h. Ordonnons le n-uplet α =
(α1, . . . , αn) des racines de f dans k̄n de telle sorte que α2, . . . , αm+1 soient les racines de
g et αm+2, . . . , αn soient celles de h.

Notons Tg(α1) (respectivement, Th(α1)) l’ensemble triangulaire formé par les modules de
Cauchy de g dans k(α1)[x2, . . . , xm+1] (respectivement, de h dans k(α1)[xm+2, . . . , xn]) (voir
Définition 1.2.4).

Dans k(α1)[x1, . . . , xn], l’idéal Ir engendré par l’ensemble triangulaire de polynômes

{x1 − α1, Tg(α1), Th(α1)}
est l’idéal de Galois de f sur le corps k(α1) s’annulant en α. L’injecteur de cet idéal relati-
vement à α est S1,m,p. En effet, le cardinal m!p! de S1,m,p est égal au cardinal de la variété
de Ir et S1,m,p est naturellement inclus dans le groupe de décomposition de Ir. Ceci montre
que le groupe Dec(Ir) = S1,m,p est l’unique injecteur de Ir dans les idéaux maximaux qui le
contiennent (voir Égalité (1.4.8) et Proposition 1.4.15).

Cette construction se généralise naturellement à toute factorisation de f sur k(α1)[x] :
notons f2, . . . , fr les facteurs de rupture de f sur k(α1)[x] (voir Définition 2.2.1). Pour tout
i ∈ [[1, n]], notons Tfi

(α1) l’ensemble triangulaire formé par les modules de Cauchy du facteur
fi dans l’anneau de polynômes adéquat.

Notations 4.1.1. Nous noterons DegRuptRed(f) la suite «réduite» des degrés des facteurs
de rupture f2, . . . , fr. Autrement-dit, la suite DegRuptRed(f) s’obtient en retirant le premier
élément qui est toujours 1 de la liste des degrés des facteurs de rupture DegRupture(f) de
f sur k(α1)[x].
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Notations 4.1.2. Soit V ⊂ k
n
. Nous noterons Idk(V ) l’idéal de k[x1, . . . , xn] s’annulant sur

V .

Définition 4.1.3. L’idéal de Galois Ir de k(α1)[x1, . . . , xn] inclus dans Idk(α1)(α) et d’injec-
teur S1,DegRuptRed(f) est appelé un idéal de rupture de f .

L’idéal de rupture Ir est engendré dans k(α1)[x1, . . . , xn] par l’ensemble triangulaire :

{x1 − α1} ∪ Tf1(x1) ∪ · · · ∪ Tfr(x1).

Exemple 4.1.4. Dans cet exemple, k désigne le corps des rationnels Q. Soit le polynôme f =
x8 − x6 − x4 + x2 + 1, irréductible sur k. Il se factorise sur son corps de rupture k(α1) en :

f = (x− α1)(x + α1)(x
2 − α6

1 + α4
1 + α2

1 − 1)(x4 + (α6
1 − α4

1)x
2 − 1)

et DegRuptRed(f) = 1, 2, 4. D’après la table de rupture en degré 8, GalQ(f) est un sous-
groupe de 8T35. Les modules de Cauchy des facteurs de rupture de degré 2 et de degré 4 sont
respectivement les deux ensembles de polynômes :

T1(α1) = { x2
3 − α6

1 + α4
1 + α2

1 − 1,

x4 + x3} dans k(α1)[x3, x4] et
T2(α1) = { x4

5 + (α6
1 − α4

1)x
2
5 − 1,

x3
6 + x3

5 + x2
5x6 + x5x

2
6 + (α6

1 − α4
1)x5 + (α6

1 − α4
1)x6,

x2
7 + x2

5 + x5x6 + x5x7 + x2
6 + x6x7 + α6

1 − α4
1,

x8 + x7 + x6 + x5} dans k(α1)[x5, x6, x7, x8] .

Il n’existe qu’un idéal de rupture de f d’injecteur S12,2,4 (inclus dans l’idéal Idk(α1)(α), où
α = (α1, . . . , αn) est ordonné correctement) ; il est donc engendré par l’ensemble triangulaire
T :

T = {x1 − α1} ∪ {x2 + x1} ∪ T1(x1) ∪ T2(x1) .

Remarque 4.1.5. À partir des facteurs de rupture de f , peuvent être construits autant d’idéaux
de rupture que de permutations de Sr laissant la suite DegRuptRed(f) invariante (l’ordre des
facteurs de rupture n’est pas unique dès que deux d’entre eux ont le même degré). Néanmoins,
tous admettent S1,DegRuptRed(f) comme injecteur.

Notations 4.1.6. Dans toute la suite de ce chapitre, α sera un élément de V (I1) où I1 désignera
un idéal de k(α1)[x1, . . . , xn] vérifiant :

Ir ⊂ I1 ⊂ Idk(α1)(α) (4.1.1)

L’idéal I1 est un idéal de Galois de f (voir Définition 1.4.1). Nous supposons que I1 pos-
sède son groupe de décomposition L1 pour injecteur. D’après la proposition 1.4.21, l’idéal I1

est engendré par un ensemble triangulaire {x1 − α1, F2(x1, x2), . . . , Fn(x1, . . . , xn)} où les
polynômes F2, . . . , Fn sont à coefficients dans k.
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Pour tout σ ∈ Sn et K une extension algébrique de k, nous avons σ.IdK(α) = IdK(σ−1.α).
Par définition du groupe de décomposition et puisque V (I1) = L1.α, pour tout β ∈ V (I1) (né-
cessairement β1 = α1), les inclusions (4.1.1) s’étendent à β :

Ir ⊂ I1 ⊂ Idk(β1)(β) . (4.1.2)

De l’idéal I1 se déduit naturellement un idéal de Galois de f de l’anneau k[x1, . . . , xn]
(voir Corollaire 1.4.4) :

Définition 4.1.7. L’idéal induit de l’idéal I1 est l’idéal I de Galois de f sur k défini par :

I = I1 ∩ k[x1, . . . , xn] .

Par extension, nous dirons qu’un idéal de Galois de f est induit s’il satisfait la condition
précédente pour un idéal de Galois I1 contenant un idéal de rupture de f .

Notations 4.1.8. Nous noterons M(I) l’ensemble des idéaux maximaux de k[x1, . . . , xn]
contenant I .

Proposition 4.1.9. Pour toutM∈M(I), nous avons

M(I) = {σ.M | σ ∈ L1}.
Ceci s’écrit encore :

M(I) = {Idk(β) | β ∈ V (I1)} .

Démonstration. Les égalités

I = I1 ∩ k[x1, . . . , xn] = Idk(α1)(V (I1)) ∩ k[x1, . . . , xn]

= Idk(V (I1)) =
⋂

β∈V (I1)

Idk(β) =
⋂

σ∈L1

σ.Idk(α) .

prouvent la proposition.

Proposition 4.1.10. ToutM∈M(I) vérifie :
(1) Dec(M){1} ⊂ L1 ⊂ S1,DegRuptRed(f) ;
(2) Orb(Dec(M){1}) = Orb(L1) = Orb(S1,DegRuptRed(f)) .

Démonstration. Nous pouvons supposer queM = Idk(α) ; i.e. Dec(M) = Galk(α). Nous
obtenons les inclusions inverses des injecteurs (relatifs à α) des idéaux de (4.1.2) :

Galk(α1)(α) ⊂ L1 ⊂ S1,DegRuptRed(f) . (∗)
Des identités Galk(α1)(α) = Galk(α){1} et Orb(Galk(β){1}) = Orb(S1,DegRuptRed(f)) (par
définition de DegRuptRed(f)), nous en déduisons, avec (∗), les assertions (1) et (2) de la
proposition.
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Nous allons maintenant donner une décomposition de l’idéal I :

Proposition 4.1.11. SoitM∈M(I) et soient τ1, . . . , τn, des permutations du groupe Dec(M)
telles que, pour tout i ∈ [[1, n]], τi(1) = i. Nous avons :

k(α)⊗k I =
n⋂

i=1

τi(k(α)⊗k(α1) I1) .

Démonstration. Nous pouvons supposer que M = Idk(α) car pour tout β ∈ V (I1), β1 =
α1. Notons V = L1.α la variété de I1 et posons W = Galk(α).V . Comme V est stable
par Galk(α1)(α) (voir Proposition 1.4.14) et que τ1, . . . , τn est une transversale à gauche de
Galk(α) modulo Galk(α1)(α), nous avons

W =
⋃

i∈[[1,n]]

τi.V .

Par définition, W est la variété de l’idéal de Galois Idk(V ) (voir Propositon 1.4.14). Ainsi,

Idk(W ) = Idk(V ) = I1 ∩ k[x1, . . . , xn]

et donc, comme W est une variété définie sur k (i.e. son idéal possède un système de généra-
teurs à coefficients dans k)

Idk(α)(W ) = k(α)⊗k (I1 ∩ k[x1, . . . , xn]) .

Par définition de I , il vient

k(α)⊗k I = k(α)⊗k (I1 ∩ k[x1, . . . , xn]) = Idk(α)(W ) =
⋂

i∈[[1,n]]

Idk(α)(τi.V )

Or, d’après le lemme 4.2.14, nous avons les égalités

∀i ∈ [[1, n]], Idk(α)(τi.V ) = τi(Idk(α)(V )) = τi(k(α)⊗k(α1) I1) ,

d’où le résultat.

Notations 4.1.12. Pour tout anneau A et toute partie non vide E de A, nous noterons 〈E〉A
l’idéal engendré par E dans A.
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De la proposition 4.1.11, nous déduisons un ensemble de générateurs de l’idéal induit I :

Corollaire 4.1.13. Posons F1 = f et A = k(α1)[x1, . . . , xn]. L’idéal I induit de l’idéal I1 =
〈x1 − α1, F2, F3, . . . , Fn〉A est engendré par l’ensemble :

S = {F1(x1), F2(x1, x2), . . . , Fn(x1, . . . , xn)}
qui est triangulaire.

Démonstration. Comme les polynômes F2, . . . , Fn sont à coefficients dans k, d’après la pro-
position 4.1.11, nous avons :

k(α)⊗k I =
n⋂

i=1

〈x1 − τi(α1)〉A + 〈F2, . . . , Fn〉A

=
n∏

i=1

〈x1 − αi〉A + 〈F2, . . . , Fn〉A

= 〈F1(x1), F2, . . . , Fn〉A .

Nous avons donc démontré que l’ensemble S engendre I et comme {x1−α1, F2, F3, . . . , Fn}
est un ensemble triangulaire il en est de même pour S .

4.1.1 Implantation d’un algorithme de calcul des générateurs d’un idéal
induit d’un idéal de rupture

Les fonctions ci-dessous sont des implantations en MAGMA (voir [13]) d’un algorithme
de calcul d’un ensemble triangulaire S = {F1(x1), F2(x1, x2), . . . , Fn(x1, . . . , xn)} du corol-
laire 4.1.13. La première fonction est une fonction auxiliaire de la seconde et construit les
modules de Cauchy d’un polynôme g.
function Modules_de_Cauchy(g,PR,Decalage);
/* Entr\’ees : un polyn\^ome en une ind\’etermin\’ee g,
un anneau de polyn\^omes multivari\’es PR,
un indice de d\’ecalage Decalage.
Sortie : une liste de polyn\^omes multivari\’es repr\’esentant une base des modules de
Cauchy de g dans PR, dont l’indice des variables est d\’ecal\’e de Decalage.

*/
n:=Rank(PR)-Decalage;
deg:=Degree(g);

tmp:=[];
tmp[deg]:=Evaluate(g,PR.n);
for i in [1..deg-1] do
tmp[deg-i]:=(Evaluate(tmp[deg-i+1],n-i+1,PR.(n-i))
-Evaluate(tmp[deg-i+1],n-i+1,PR.(n-i+1))) div (PR.(n-i)-PR.(n-i+1));

end for;

return tmp;
end function;
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La fonction suivante prend en entrée un polynôme f à coefficient dans k et retourne un
idéal induit d’un idéal de rupture de f . Elle construit cet idéal de rupture à partir des facteurs
irréductibles de f sur un de ses corps de rupture, puis l’idéal induit de cet idéal de rupture.

function Ideal_Induit_Ideal_Rupture(f);
/*
Entr\’ee : un polyn\^ome f ;
Sortie : une liste de g\’en\’erateurs d’un id\’eal induit de l’id\’eal de

rupture de f ;

*/

/*Calcul de la liste ordonn\’ee des facteurs de f sur un corps de rupture PRN*/
deg:=Degree(f);
N:=NumberField(f);
PRN:=PolynomialRing(N);
MPRN:=PolynomialRing(N,deg-1);
g:=PRN!f div (PRN.1-N.1);
l:=Factorization(g);
l:=[Factorization(g)[i][1] : i in [1..#(l)]];
l[#l+1]:=PRN.1-N.1;
l:=Sort(l);
/* l est un ensemble triangulaire engendrant l’id\’eal de rupture de f*/

/*Calcul des modules de Cauchy des facteurs irr\’eductibles de f sur PRN*/
tmp:=[];
decalage_indice:=0;
for i := 2 to #l do
tmp:=tmp cat Reverse(Modules_de_Cauchy(l[i],MPRN,decalage_indice));
decalage_indice:=decalage_indice+Degree(l[i]);

end for;

/*Calcul des modules de Cauchy des facteurs irr\’eductibles de f div (PRN.1-N.1).
Les coefficients des polyn\^omes appartiennent \‘a N*/

PR:=PolynomialRing(FieldOfFractions(CoefficientRing(f)),deg);

/*Construction de l’homomorphisme permettant de substituer PRN.1 \‘a N.1*/
phi1:=hom<N->PR | PR.deg>;
G:=[PR.i : i in [1..deg-1]];
phi:=hom<MPRN->PR | phi1,G>;
/*Fin de cette construction*/

/*Concat\’enation de [f] consid\’er\’e comme polyn\^ome multivari\’e et des
modules de Cauchy*/

Gene_Id_induit:=[];
Gene_Id_induit:=[Evaluate(f,PR.deg)] cat [ phi(e) : e in tmp];

return Reverse(Gene_Id_induit);
end function;
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Deux exemples d’idéaux induits
Nous allons maintenant utiliser la fonction Ideal_Induit_Ideal_Rupture ci-dessus

pour construire des exemples d’idéaux induits.

Exemple 4.1.14. Considérons le polynôme à coefficients rationnels

f = x8 − x7 − 7x6 + 5x5 + 15x4 − 7x3 − 10x2 + 2x + 1

et calculons l’idéal induit de l’idéal de rupture de f grâce à la fonction MAGMA précédente.
Remarquons que f n’admet qu’un seul idéal de rupture car les degrés des facteurs irréductibles
de f sur un de ces corps de rupture sont distincts et qu’ainsi leur ordonnancement par degré
croissant est unique (voir Remarque 4.1.5).

> PR<x>:=PolynomialRing(RationalField());
> f:= x^8 - x^7 - 7*x^6 + 5*x^5 + 15*x^4 - 7*x^3 - 10*x^2 + 2*x + 1;
> Generateurs_Ideal:=Ideal_Induit_Ideal_Rupture(f);

Nous renommons les variables avant d’afficher les générateurs de l’idéal induit.

> PR8:=Parent(Generateurs_Ideal[1]);
> AssignNames(~PR8,[ x8, x7, x6, x5, x4, x3, x2, x1 ]);
> Generateurs_Ideal;
[
x1^8 - x1^7 - 7*x1^6 + 5*x1^5 + 15*x1^4 - 7*x1^3 - 10*x1^2 + 2*x1 + 1,
x2^3 - x2^2*x1^7 + x2^2*x1^6 + 6*x2^2*x1^5 - 4*x2^2*x1^4 - 10*x2^2*x1^3 +
4*x2^2*x1^2 + 5*x2^2*x1 - x2^2 - x2*x1^6 + x2*x1^5 + 5*x2*x1^4 - 3*x2*x1^3
- 5*x2*x1^2 + x2*x1 - 2*x2 + x1^7 - x1^6 - 7*x1^5 + 5*x1^4 + 15*x1^3 -
7*x1^2 - 10*x1 + 2,
x3^2 + x3*x2 - x3*x1^7 + x3*x1^6 + 6*x3*x1^5 - 4*x3*x1^4 - 10*x3*x1^3 +
4*x3*x1^2 + 5*x3*x1 - x3 + x2^2 - x2*x1^7 + x2*x1^6 + 6*x2*x1^5 -
4*x2*x1^4 - 10*x2*x1^3 + 4*x2*x1^2 + 5*x2*x1 - x2 - x1^6 + x1^5 + 5*x1^4 -
3*x1^3 - 5*x1^2 + x1 - 2,
x4 + x3 + x2 - x1^7 + x1^6 + 6*x1^5 - 4*x1^4 - 10*x1^3 + 4*x1^2 + 5*x1 - 1,
x5^4 + x5^3*x1^7 - x5^3*x1^6 - 6*x5^3*x1^5 + 4*x5^3*x1^4 + 10*x5^3*x1^3 -
4*x5^3*x1^2 - 4*x5^3*x1 - 3*x5^2 - 2*x5*x1^7 + 2*x5*x1^6 + 12*x5*x1^5 -
8*x5*x1^4 - 20*x5*x1^3 + 8*x5*x1^2 + 8*x5*x1 + 1,
x6^3 + x6^2*x5 + x6^2*x1^7 - x6^2*x1^6 - 6*x6^2*x1^5 + 4*x6^2*x1^4 +
10*x6^2*x1^3 - 4*x6^2*x1^2 - 4*x6^2*x1 + x6*x5^2 + x6*x5*x1^7 - x6*x5*x1^6
- 6*x6*x5*x1^5 + 4*x6*x5*x1^4 + 10*x6*x5*x1^3 - 4*x6*x5*x1^2 - 4*x6*x5*x1
- 3*x6 + x5^3 + x5^2*x1^7 - x5^2*x1^6 - 6*x5^2*x1^5 + 4*x5^2*x1^4 +
10*x5^2*x1^3 - 4*x5^2*x1^2 - 4*x5^2*x1 - 3*x5 - 2*x1^7 + 2*x1^6 + 12*x1^5
- 8*x1^4 - 20*x1^3 + 8*x1^2 + 8*x1,
x7^2 + x7*x6 + x7*x5 + x7*x1^7 - x7*x1^6 - 6*x7*x1^5 + 4*x7*x1^4 + 10*x7*x1^3
- 4*x7*x1^2 - 4*x7*x1 + x6^2 + x6*x5 + x6*x1^7 - x6*x1^6 - 6*x6*x1^5 +
4*x6*x1^4 + 10*x6*x1^3 - 4*x6*x1^2 - 4*x6*x1 + x5^2 + x5*x1^7 - x5*x1^6 -
6*x5*x1^5 + 4*x5*x1^4 + 10*x5*x1^3 - 4*x5*x1^2 - 4*x5*x1 - 3,
x8 + x7 + x6 + x5 + x1^7 - x1^6 - 6*x1^5 + 4*x1^4 + 10*x1^3 - 4*x1^2 - 4*x1

]
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Le premier polynôme de cette liste est f évalué en x1. Les 3 suivants sont les modules de
Cauchy du second polynôme de cette liste et les 4 derniers sont les modules de Cauchy du
cinquième polynôme. Remarquons que le 2ème et le 5ème polynôme de cette liste proviennent
de la factorisation de f sur un de ces corps de rupture par construction des générateurs de cet
idéal.
Notons I l’idéal engendré par les polynômes ci-dessus. Calculons le groupe de décomposition
Dec(I) de I (voir Définition 1.1.21) à l’aide de la fonction EFG du chapitre 3 ainsi que son
cardinal.

> Dec:=PermutationGroup<n|EFG(Generateurs_Ideal)>;
> #(Dec);
1152

Le cardinal de ce groupe coïncidant avec celui de la variété de I (voir Proposition 1.4.15),
l’idéal I est donc un idéal de Galois pur (voir Définition 1.4.16) d’injecteur Dec(I).

L’idéal I obtenu est en fait un idéal des relations de f (voir Définition 1.3.1). Pour le voir,
nous avons plusieurs possibilités. Nous pouvons tester la maximalité de I et utiliser la défini-
tion d’un idéal des relations, calculer le groupe de Galois de f et constater que son cardinal est
celui de la variété de I ou encore utiliser l’algorithme GaloisIdéal (voir Paragraphe 1.5).

Remarquons pour finir que les algorithmes actuels de calcul d’un idéal des relations d’un
polynôme procédants par factorisations successives ne tiennent pas compte des informations
obtenu sur Galk(f) après chaque factorisations ni du groupe de Galois du polynôme. En fin de
calcul, sur cet exemple, ces algorithmes doivent tester l’irréductibilité d’un polynôme de degré
2 sur une extension de corps de degré au moins 96 sur Q (il s’agit de l’irréductibilité du 7ème

polynôme de la liste sur l’extension algébrique de Q définie par le premier, le 5ème et le 6ème

polynôme de la liste.

Exemple 4.1.15. Considérons le polynôme à coefficients rationnels

f = x8 − 15x6 + 57x4 − 15x2 + 1.

Le calcul du discriminant de f montre que le groupe de Galois de f est pair. Calculons, comme
précédemment un ensemble triangulaire engendrant l’idéal induit de l’idéal de rupture de f .

[
x1^8 - 15*x1^6 + 57*x1^4 - 15*x1^2 + 1,
x2 + x1,
x3 - x1^7 + 15*x1^5 - 57*x1^3 + 15*x1,
x4 + x1^7 - 15*x1^5 + 57*x1^3 - 15*x1,
x5^4 - x5^2*x1^6 + 15*x5^2*x1^4 - 56*x5^2*x1^2 + 1,
x6^3 + x6^2*x5 + x6*x5^2 - x6*x1^6 + 15*x6*x1^4 - 56*x6*x1^2 + x5^3 - x5*x1^6
+ 15*x5*x1^4 - 56*x5*x1^2,
x7^2 + x7*x6 + x7*x5 + x6^2 + x6*x5 + x5^2 - x1^6 + 15*x1^4 - 56*x1^2,
x8 + x7 + x6 + x5

]
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D’après les tables de rupture en degré 8, le groupe de Galois de f est 8T18 (voir Chapitre 2) et
la liste des degrés d’un ensemble triangulaire de polynômes engendrant un idéal des relations
sont [8, 1, 1, 1, 4, 1, 1, 1]. L’idéal induit dans cet exemple est donc un idéal de Galois de f qui
n’est pas un idéal des relations car il reste à déterminer deux relations linéaires, une en x6 et
une en x7, pour obtenir un idéal des relations. Les paragraphes 4.2 et 4.4 ci-après apportent
une solution à ce problème.

4.2 Calcul d’injecteur
Ce paragraphe est consacré aux résultats nécessaires à l’élaboration d’un algorithme qui

prend en entrée un idéal de Galois I induit d’un idéal de rupture I1, l’injecteur de I1 et une
liste de groupes dont l’un au moins est le groupe de Galois d’un élément de V (I) et dont la
sortie un injecteur de cet idéal. Cet algorithme procède en trois temps :

– Calcul d’un ensemble de classes de conjugaison dont l’une au moins permet le calcul
d’un injecteur de l’idéal ; ces ensembles de permutations se répartissent en classes et si
l’un de ces ensembles permet le calcul d’un injecteur de I alors il en sera de même pour
tous les autres ensemble de cette classe (voir Paragraphe 4.2.2) ;

– Utilisation de tests pour éliminer les classes qui ne permettent pas le calcul d’un injecteur
de I (Ils font l’objet du paragraphe 4.2.3).

– Calcul d’un injecteur de I grâce à l’une de ces classes.
Au paragraphe 4.2.35, nous décrivons précisement cet algorithme.

4.2.1 Ensemble A(L1), application Ψ et groupes L1-conjugués
Dans ce paragraphe, sont présentés les résultats techniques portant uniquement sur les en-

sembles de permutations.
Nous utiliserons ces résultats au paragraphe 4.2.2 pour le calcul d’un injecteur d’un idéal I
induit de I1 lorsque le groupe de décomposition de I ne constitue pas l’unique injecteur de
I (voir Proposition 1.4.15). L’ensemble L1 sera alors l’injecteur Inj(I1, α), l’ensemble A(L1)
défini ci-après contiendra l’ensemble des groupes de Galois des éléments de V (I) et l’appli-
cation Ψ permettra le calcul de l’injecteur de I à partir du groupe de Galois de tout élément de
V (I).

Ensemble A(L1) et application Ψ

Considérons un sous-groupe L1 de S1,n−1 (i.e. tel que ∀σ ∈ L1, σ(1) = 1).

Définition 4.2.1. Nous appellerons groupe admissible tout sous-groupe transitif H de Sn vé-
rifiant FixH({1}) ⊂ L1 et tel que Orb(L1) = Orb(FixH({1})). L’ensemble des groupes
admissibles sera noté A(L1).
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Remarque 4.2.2. Notons 1, e la suite croissante des cardinaux des éléments de Orb(L1). Pour
H un sous-groupe transitif de Sn, il est facile de montrer l’équivalence :

H ∈ A(L1) ssi D(H) = 1, e et FixH({1}) ⊂ L1.

Ainsi, pour obtenir A(L1), il suffit de déterminer les groupes H ′ de Transitif(n) tel que
D(H ′) = 1, e (à l’aide de la table de rupture en degré n), puis de calculer les groupes H
conjugués de H ′ vérifiant FixH({1}) ⊂ L1.

Proposition 4.2.3. Soit H ∈ A(L1) et soient {σ1, . . . , σs} et {σ′1, . . . , σ′s} deux transversales
à droite de L1 modulo FixH({1}). Alors

Hσ1 + · · ·+ Hσs = Hσ′1 + · · ·+ Hσ′s .

Démonstration. Puisque, pour tout i ∈ [[1, n]], σi appartient à L1, nous avons
σi ∈ FixH({1})σ′1 + · · ·+ FixH({1})σ′s, puis successivement,

∀i ∈ [[1, n]], Hσi ⊂ Hσ′1 + · · ·+ Hσ′s,

Hσ1 + · · ·+ Hσs ⊂ Hσ′1 + · · ·+ Hσ′s.

L’inclusion réciproque se démontre de la même manière.

Cette proposition montre que l’application Ψ ci-dessous est bien définie.

Notations 4.2.4. Nous noterons Ψ l’application de A(L1) dans l’ensemble des parties de Sn

définies, pour tout H ∈ A(L1), par

Ψ(H) = Hσ1 + · · ·+ Hσs ,

où {σ1, σ2, . . . , σs} est une transversale à droite de L1 modulo FixH({1}).
Proposition 4.2.5. L’application Ψ possède les propriétés suivantes :

1. Si H ∈ A(L1) et si τ1 = id, . . . , τn désignent n permutations de H telles que, pour tout
i ∈ [[1, n]], τi(1) = i, alors

Ψ(H) = τ1L1 + · · ·+ τnL1 .

2. Si H et G appartiennent à A(L1) et si H ∩ G est un sous-groupe transitif de Sn alors
Ψ(G) = Ψ(H).

Démonstration. Démontrons la première assertion. Puisque le groupe H est transitif, les per-
mutations τi existent et H = τ1H{1} + · · · + τnH{1}. Nous avons alors, pour {σ1, σ2, . . . , σs}
une transversale à droite de L1 modulo FixH({1}) :

Ψ(H) = (τ1H{1} + · · ·+ τnH{1})σ1 + · · ·+ (τ1H{1} + · · ·+ τnH{1})σs

= τ1L1 + · · ·+ τnL1 .

Pour la seconde assertion, il suffit de prendre τ1, . . . , τn dans l’intersection transitive H ∩G et
l’assertion (1) donne Ψ(H) = τ1L1 + · · ·+ τnL1 = Ψ(G).
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Corollaire 4.2.6. Soit H ∈ A(L1). Alors, le cardinal de Ψ(H) ne dépend que de celui de L1 :

Card(Ψ(H)) = s Card(H) = n Card(L1) .

Définition 4.2.7. Soient deux sous-groupes G et H de Sn. Le groupe G est dit L1-conjugué à
H s’il existe σ dans L1 tel que H = Gσ = σGσ−1.

Proposition 4.2.8. Soient H et G deux groupes L1-conjugués appartenant à A(L1). Nous
avons les assertions suivantes :

1. si σ désigne une permutation de L1 telle que H = Gσ, alors

Ψ(H) = σ Ψ(G) ;

2. si {σ1, . . . , σs} désigne une transversale à droite de L1 modulo FixH({1}) alors il existe
i ∈ [[1, s]] tel que H = Gσi ; en particulier, le nombre de groupes L1-conjugués à H est
majoré par s.

Démonstration. Montrons l’assertion (1) et reprenons les notations de la proposition 4.2.5.
Posons, pour tout i ∈ [[1, n]], ρi = σ−1 τi σ. Les permutations ρ1, . . . , ρn appartiennent à G =
Hσ−1 et nous avons successivement,

Ψ(H) = τ1L1 + · · ·+ τnL1

= σ ρ1σ
−1L1 + · · ·+ σ ρnσ−1L1

= σ ρ1L1 + · · ·+ σ ρnL1

= σ Ψ(G),

d’après l’assertion (1) de la proposition 4.2.5 et le fait que {ρi(1) | i ∈ [[1, n]]} = {1, . . . , n}.

Montrons l’assertion (2). Si G et H sont L1-conjugués, il existe σ ∈ L1 tel que H = Gσ.
L’égalité L1 = H{1}σ1 + H{1}σ2 + · · ·+ H{1}σs impose à σ d’appartenir à l’un des ensembles
H{1}σi, pour un entier i ∈ [[1, s]], et donc de s’écrire σ = hσi, où h désigne une permutation de
H . Le résultat se déduit alors des égalités successives : G = σ−1

i h−1H h σi = σ−1
i H σi.

Classes de L1-conjugaison

Au paragraphe 4.2.2, nous serons amenés à rechercher l’ensemble des groupes H ∈ A(L1)
permettant le calcul d’un injecteur d’un idéal de Galois I induit de I1. Ces groupes se répar-
tissent en différentes classes dites de L1-conjugaison. Nous verrons au Théorème 4.2.16 que si
un groupe de l’une de ces classes permet le calcul d’un injecteur I alors il en est de même de
tout autre groupe de cette classe ; c’est en particulier le cas des groupes de Galois des éléments
de V (I) qui ne forment qu’une seule classe de L1-conjugaison.
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Proposition 4.2.9. Soit H un groupe appartenant àA(L1). Alors, pour tout σ ∈ L1, le groupe
Hσ appartient à A(L1).

Démonstration. Pour tout sous-groupe G de Sn et toute permutation σ ∈ Sn, nous avons :

FixGσ({1}) = (FixG({σ−1(1)}))σ et (4.2.1)
Orb(Gσ) = σ.Orb(G) . (4.2.2)

Il s’en suit les égalités successives suivantes :

Orb(FixHσ({1})) = Orb((FixH({1}))σ), d’après l’égalité (4.2.1) et puisque σ(1) = 1,
= σ.Orb(FixH({1})), d’après l’égalité (4.2.2),
= σ.Orb(L1), car H ∈ A(L1),
= Orb(L1), car σ ∈ L1 .

Le groupe Hσ étant transitif, Hσ appartient à A(L1).

Nous poursuivons notre étude par celle de L1 = S1,e ⊂ Sn, avec e = (e1, . . . , er) ∈ Nr, un
r-uplet d’entiers croissants de somme n− 1.

Nous rappelons que la suite d’orbites Orb(S1,e) = (O0 = (1), O1, . . . , Or) est ordonnée
par cardinalité croissante (i.e. Card(Oi) = ei pour i = 1, . . . , r).

Notations 4.2.10. Dans toute la suite, nous noterons M le sous-groupe de Sn défini par :

M = {σ ∈ Sn |σ(1) = 1 et Orb(S1,e) = σ.Orb(S1,e)} .

D’après l’identité (4.2.2), le groupe M est le normalisateur de S1,e dans S1,n−1 ; en parti-
culier, le groupe S1,e est distingué dans M .

Le groupe M agit sur Orb(S1,e) en laissant fixe une orbite (par les permutations de S1,e) ou
en l’envoyant sur une autre orbite de même cardinal. Le groupe S1,e est le noyau du morphisme
surjectif :

φ : M −→ StabSr({e})
σ 7→ τ : τ(i) = j si σ.Oi = Oj pour i = 1, . . . , r .

Le cardinal N du stabilisateur StabSr({e}) de e dans Sr est aussi l’ordre du groupe M/S1,e.
Nous considérons {τ1 = id, . . . , τN} une transversale à droite de M mod S1,e (c’est aussi
une transversale à gauche).

Lemme 4.2.11. Soit H ∈ A(S1,e). Alors l’ensemble des groupes Sn-conjugués à H apparte-
nant à A(S1,e) est formé des Hσ où σ parcourt M .
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Démonstration. Soit σ ∈M . Nous avons d’une part (voir (4.2.1)) :

FixHσ({1}) = (FixH{σ−1(1)})σ = (FixH({1}))σ ⊂ Sσ
1,e = S1,e

et d’autre part (voir (4.2.2)) :

Orb(Hσ) = σ.Orb(H) = σ.Orb(S1,e) = Orb(S1,e) .

Donc Hσ ∈ A(S1,e). Pour l’inclusion inverse, prenons τ ∈ Sn tel que Hτ ∈ A(S1,e). Puisque
H est transitif, il existe h ∈ H tel que τh(1) = 1. Posons σ = τh. Nous avons Hτ = Hσ.
Donc, d’une part, σ(1) = 1 et, d’autre part, Orb(S1,e) = σ.Orb(S1,e) puisque Orb(Hσ) =
Orb(S1,e) et que Orb(H) = Orb(S1,e). D’où σ ∈M .

Lemme 4.2.12. Soit H ∈ A(S1,e) et considérons les m classes de conjugaison par S1,e des
Sn-conjugués de H appartenant à A(S1,e) (i.e. les Hσ où σ parcourt M ). Alors nous avons
les assertions suivantes :
(1) soit σ ∈ S1,eτi ; la conjugaison par σ induit une bijection entre la classe de H et celle de
Hτi ;
(2) chaque classe est celle d’un groupe Hτi , où i ∈ [[1, N ]] formé des Hσ où σ ∈ S1,eτi.
(3) m ≤ N .

Démonstration. Pour montrer (1), il suffit de constater que si l ∈ S1,e, alors (H l)σ = (Hσ)σlσ−1

appartient à la même classe que Hσ puisque S1,e est distingué dans M . Cette orbite est celle
de Hτi puisque σ = ττi ∈M avec τ ∈ S1,e et donc Hσ = (Hτi)τ .
Pour montrer (2), considérons une classe. Elle est celle d’un groupe Hσ où σ ∈ M (voir
Lemme 4.2.11) ; c’est-à-dire qu’il existe i ∈ [[1, N ]] tel que σ ∈ S1,eτi. Donc la classe est celle
de Hτi .
Il est évident que le nombre de classes est inférieur à N .

4.2.2 Injecteurs d’un idéal induit et groupe de Galois
Dans ce paragraphe, l’idéal I1 est celui du paragraphe 4.1 (voir Notation 4.1.6) et I est

l’idéal induit de I1 (voir Définition 4.1.7). D’après la proposition 4.1.10, l’injecteur L1 de I1

vérifie L1 ⊂ S1,DegRuptRed(f).
Nous cherchons à déterminer les injecteurs de I dans les idéaux deM(I).

Calcul des injecteurs de l’idéal induit à partir du groupe de Galois

Le résultat principal de ce paragraphe est le théorème 4.2.16. Ce résultat exprime tout in-
jecteur d’un idéal induit en fonction de certaines représentations symétriques du groupe de
Galois de f .

Dans tout ce paragraphe, K désigne une extension algébrique de k.
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Notations 4.2.13. Le groupe de Galois GalK(α) est isomorphe au groupe des K-automorphismes
de K(α) par l’application qui à tout élément τ de Galk(α) associe τ dans AutK(K(α))
défini par τ(αi) = ατ(i). L’action de AutK(K(α)) sur K(α) est étendue naturellement à
K(α)[x1, . . . , xn] par action sur les coefficients des polynômes.

Pour tout τ ∈ GalK(α) et tout g ∈ K(α)[x1, . . . , xn], nous avons donc deux notations
distinctes :

– τ(g) désignant le polynôme obtenu par l’action de τ sur les coefficients de g et
– τ.g désignant le polynôme g(xτ(1), . . . , xτ(n)).

Lemme 4.2.14. Pour tout idéal J de k(α)[x1, . . . , xn] et tout τ ∈ Galk(α), nous avons l’iden-
tité suivante :

Inj(τ(J), α) = τ Inj(J, α) . (4.2.3)

Démonstration. Pour V un sous-ensemble de Sn.α, montrons que :

τ(Idk(α)(V )) = Idk(α)(τ.V ) . (4.2.4)

Avec les notations de l’énoncé, nous avons les égalités successives :

Idk(α)(τ.V ) =
⋂

β∈V

〈x1 − βτ(1), . . . , xn − βτ(n)〉k(α)[x1,...,xn]

=
⋂

β∈V

〈τ(x1 − β1), . . . , τ(xn − βn)〉k(α)[x1,...,xn]

=
⋂

β∈V

τ(〈x1 − β1, . . . , xn − βn〉τ−1(k(α)[x1,...,xn]))

= τ(
⋂

β∈V

〈x1 − β1, . . . , xn − βn〉k(α)[x1,...,xn])

= τ(Idk(α)(V ))

où l’avant dernière égalité est obtenue car τ est k-automorphisme de l’algèbre k(α)[x1, . . . , xn].
Montrons maintenant que :

Inj(τ(J), Idk(α)(α)) = Inj(J, τ−1(Idk(α)(α)) . (4.2.5)

Nous avons les égalités suivantes :

Inj(τ(J), Idk(α)(α)) = {σ ∈ Sn | ∀P ∈ τ(J), σ.P ∈ Idk(α)(α)}
= {σ ∈ Sn | ∀P ∈ J, σ.τ(P ) ∈ Idk(α)(α)}
= {σ ∈ Sn | ∀P ∈ J, τ(σ.P ) ∈ Idk(α)(α)}
= {σ ∈ Sn | ∀P ∈ J, σ.J ∈ τ−1(Idk(α)(α))},
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d’où le résultat. Pour terminer, les égalités successives suivantes prouvent l’identité (4.2.3) :

Inj(τ(J), Idk(α)(α)) = Inj(J, τ−1(Idk(α)(α))), d’après l’identité (4.2.5) ,
= Inj(J, Idk(α)(τ

−1.α)), d’après l’identité (4.2.4),
= τ Inj(J, Idk(α)(α)), d’après la proposition 1.4.9.

Dans ce chapitre, tous les idéaux considérés seront triangulaires ou bien par construction
ou bien par la proposition 1.4.21. Nous supposerons donc, à partir de maintenant, que I est
engendré par l’ensemble triangulaire séparable

T = {f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)}.
Proposition 4.2.15. Pour toutM∈M(I), le groupe de Galois Dec(M) appartient à A(L1)
et

Inj(I,M) = Ψ(Dec(M)) ,

où Ψ est l’application définie dans la notation 4.2.4.

Démonstration. Le groupe Dec(M) appartient àA(L1) d’après la propositon 4.1.10. D’après
la proposition 4.1.9, nous pouvons supposer queM = Idk(α) avec α ∈ V (I1) ; i.e. Inj(I,M) =
Inj(I, α). Soient n permutations τ1, . . . , τn de Dec(M) telles que, pour tout i ∈ [[1, n]],
τi(1) = i. D’après la proposition 4.1.11, nous avons l’égalité :

k(α)⊗k I =
n⋂

i=1

τi(k(α)⊗k(α1) I1) .

L’idéal τi(k(α) ⊗k(α1) I1) contient le polynôme x1 − αi. Puisque les racines α1, . . . , αn

sont distinctes, les idéaux τi(k(α) ⊗k(α1) I1), pour i ∈ [[1, n]], sont deux à deux comaximaux.
Nous avons les égalités suivantes :

Inj(I, α) = Inj(k(α)⊗k(α1) I, α), d’après l’égalité (1.4.3),

=
n∑

i=1

Inj(τi(k(α)⊗k(α1) I1), α), d’après l’égalité (1.4.10),

=
n∑

i=1

τi Inj((k(α)⊗k(α1) I1), α), d’après le lemme 4.2.14,

=
n∑

i=1

τi Inj(I1, α), d’après la remarque 1.4.6,

= Ψ(Dec(M)),

où la dernière égalité est obtenue en appliquant l’assertion (1) de la proposition 4.2.5 à L1 =
Inj(I1, α).
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Théorème 4.2.16. Soit H ∈ A(L1) et M ∈ M(I) tels que H ∩ Dec(M) soit un sous-
groupe transitif de Sn. Alors l’ensemble des injecteurs de l’idéal I induit de I1 dans les idéaux
maximaux qui le contiennent est formé des

Inj(I, σ.M) = Ψ(Hσ)

où σ parcourt l’injecteur L1 de I1.

Démonstration. D’après les propositions 4.1.9 et 4.2.15, l’ensemble des injecteurs de I dans
les idéaux maximaux qui le contiennent est formé des Inj(I, σ.M) = Ψ(Dec(σ.M)) où σ
parcourt L1. Soit σ ∈ L1. Puisque le groupe H ∩ Dec(M) est transitif, le groupe Hσ ∩
Dec(M)σ = Hσ ∩Dec(σ.M) est aussi transitif. Selon l’assertion (2) de la proposition 4.2.5
appliquée au groupe G = Dec(σ.M), nous avons donc Ψ(Hσ) = Ψ(G).

Corollaire 4.2.17. Reprenons les hypothèses du théorème 4.2.16 et notons s l’indice de FixH({1})
dans L1. Alors

Card(Inj(I,M)) = s. Card(H) = n. Card(L1) .

Démonstration. Ces deux égalités sont des conséquences immédiates du corollaire 4.2.6 et du
théorème 4.2.16.

Classes de L1-conjugaison associées aux idéaux induits

Si un groupe H vérifiant les hypothèses du théorème 4.2.16 est connu, il est alors possible
de calculer un injecteur de I . Il n’est pas toujours immédiat de tester si H ∩ Dec(M) est
transitif pour un idéalM ∈ M(I) ; et ce d’autant plus lorsqu’au moins deux des facteurs de
rupture de f sont de même degré. Ce paragraphe est consacré aux tests assurant la transitivité
du groupe H ∩Dec(M).

Définition 4.2.18. Un groupe H ∈ A(L1) est dit associé à l’idéal I s’il existeM∈M(I) tel
que H ∩Dec(M) soit transitif (i.e. si H vérifie les hypothèses du théorème 4.2.16).

Il s’agit d’étudier à quels idéaux sont associés les différents conjugués dans A(L1) d’un
groupe H de A(L1). Les groupes L1-conjugués à H appartiennent aussi à A(L1) (voir Pro-
position 4.2.9) et si H est associé à I alors tout groupe de sa classe de L1-conjugaison C l’est
aussi (voir Démonstration du théorème 4.2.16) et {Ψ(H ′) | H ′ ∈ C} est l’ensemble des injec-
teurs de I dans les idéaux maximaux qui le contiennent (voir Théorème 4.2.16). Nous pouvons
donc introduire la définition suivante :

Définition 4.2.19. La classe C de L1-conjugaison d’un groupe H ∈ A(L1) est dite associée à
l’idéal I si H est associé à I .
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Au paragraphe 4.2.1, nous avons étudié les classes de conjugaison par S1,e des conjugués
H dansA(S1,e). Nous cherchons à savoir à quels idéaux induits des idéaux de rupture de f ces
classes sont associées lorsque :
- e = DegRuptRed(f), la suite croissante des degrés des facteurs de rupture f2, . . . , fr ;
- H est associé à l’idéal de rupture Ir construit à partir de f1, . . . , fr (voir Paragraphe 4.1) ;
- I est l’idéal induit de Ir (i.e. I = Ir ∩ k[x1, . . . , xn]).

Rappelons que le groupe M est le normalisateur de S1,e dans S1,n−1 et que τ1, . . . , τN sont
des représentants respectifs des N classes de M/S1,e.

Les facteurs de rupture sont ordonnés en respectant la croissance des degrés. Donc il existe
exactement N , le cardinal de StabSr(e) = {σ ∈ Sr | σ.e = e}, listes de facteurs de ruptures
distintes (car les racines de f le sont) induisant par construction N idéaux de rupture distincts.
Plus précisément, comme S1,e est le noyau du morphisme surjectif φ (voir Paragraphe 4.2.1),
ces N listes sont les

(fφ(τi)(1), . . . , fφ(τi)(r)) i = 1, . . . , N

respectivement aux origines des constructions des N idéaux de rupture τi.Ir, d’idéaux induits
respectifs :

τ1.I, τ2.I, . . . , τN .I .

Remarque 4.2.20. Le groupe S1,e étant celui de décomposition de chaque idéal de rupture, par
définition de τ1, . . . , τN , l’ensemble {σ.I | σ ∈ M} est l’ensemble des idéaux induits des
idéaux de rupture. SoitM∈M(I). Nous avons Dec(M) ∈ A(S1,e) (voir Proposition 4.1.10).
Comme M(I) = {τ.M | τ ∈ S1,e} (voir Proposition 4.1.9) , l’ensemble des idéaux
maximaux contenant un idéal induit est

F = {σ.M | σ ∈M}.

L’ensemble des groupes de décomposition des idéaux deF est formé des Dec(M)σ (=Dec(σ.M))
où σ parcourt M ; c’est-à-dire l’ensemble des conjugués de Galk(f) (c’est à dire de Dec(M))
appartenant à A(S1,e) (voir Lemme 4.2.11).

Lemme 4.2.21. Soit σ ∈ M . Si le groupe H est associé à l’idéal I alors le groupe Hσ est
associé à l’idéal σ.I induit de σ.Ir.

Démonstration. SoitM ∈ M(I) tel que H ∩ Dec(M) soit un sous-groupe transitif de Sn.
Alors Hσ ∩ Dec(σ.M) est également transitif avec σ.M ∈ M(σ.I) (i.e. l’idéal σ.M est un
idéal maximal contenant σ.I).
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Les résultats précédents et ceux du paragraphe 4.2.1 permettent d’énoncer le théorème
suivant :

Théorème 4.2.22. Soit H ∈ A(S1,e) supposé être associé à l’idéal I induit de Ir. Alors :
(1) à chaque idéal τi.I induit de l’idéal de rupture τi.Ir, i = 1, . . . , N , est associée la classe
de S1,e-conjugaison du groupe Hτi ;
(2) tout groupe Hσ ∈ A(S1,e) (i.e. σ ∈M ) est associé à l’idéal σ.I induit de l’idéal de rupture
σ.Ir. Donc toute la classe de S1,e-conjugaison de Hσ est associée à σ.I .

Une conséquence directe de ce théorème est le corollaire suivant utilisé pour les pré-
calculs :

Corollaire 4.2.23. Soient G, un conjugué de Galk(f), et H deux groupes de A(S1,e) tels que
H∩G soit un sous-groupe transitif de Sn. Alors il existe un groupe conjugué de H appartenant
à A(S1,e) qui est associé à I (ainsi que sa classe de S1,e-conjugaison). En particulier, si les
groupes conjugués à H appartenant à A(S1,e) sont tous S1,e-conjugués alors H est associé à
I .

Remarque 4.2.24. Supposons qu’on ait su déterminer un sous ensemble E de Transitif(n)
auquel appartient le groupe de Galois Galk(f). L’hypothèse du corollaire 4.2.23 est vérifiée
lorsque tout groupe de E possède un conjugué dans A(S1,e) d’intersection transitive avec le
groupe H .

Remarque 4.2.25. Plaçons nous dans le cas où les parts ei du n-uplet e = (e1, . . . , er) sont
distinctes deux à deux (i.e. N = 1, M = S1,e et StabSr(e) est réduit à l’identité). Il n’existe
qu’un seul idéal de rupture de f . Si H ∈ A(S1,e) alors les conjugués de H dans A(S1,e) sont
S1,e-conjugués à H (voir Lemme 4.2.11).

Considérons désormais L1, injecteur d’un idéal I1 vérifiant la suite d’inclusions (4.1.1).
Soit I l’idéal induit de I1. D’après la proposition 4.2.9, les groupes qui appartiennent à A(L1)
se répartissent en classes de L1-conjugaison.

Corollaire 4.2.26. Soit H ∈ A(L1). Supposons le groupe H associé à l’idéal I . Alors, pour
tout conjugué G de H appartenant àA(L1), il existe σ ∈M tels que G = Hσ et G est associé
à l’idéal σ.I induit de σ.I1.

Démonstration. Comme A(L1) ⊂ A(S1,e) (voir Proposition 4.1.10), il existe σ ∈ M tels que
G = Hσ (voir Lemme 4.2.11). L’idéal σ.I1 contient l’idéal σ.Ir qui est de rupture puisque
σ ∈ M (voir Remarque 4.2.20). En reprenant la démonstration du lemme 4.2.21, le groupe
Hσ est bien associé à l’idéal σ.I induit de σ.I1.

Remarque 4.2.27. Pour tout M ∈ M(I), Dec(M) ∈ A(L1) (voir Proposition 4.1.10) est
associé à I . Lorsque Galk(f) est déterminé, nous connaissons ses Sn-conjugués appartenant à
A(L1). Il s’agit de pouvoir identifier la classe de L1-conjugaison de M .
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4.2.3 Élimination de classe de L1-conjugaison non associé à l’idéal induit
L’étude des liens entre les classes de S1,e-conjugaison et les idéaux induits d’idéaux de

rupture du paragraphe précédent ne résoud pas le problème de l’identification de la classe
associée à I . Ce paragraphe est consacré à ce problème.

Dans ce paragraphe, I désignera un idéal induit d’un idéal de rupture Ir. Nous savons qu’au
moins une classe de L1-conjugaison des groupes appartenant à A(L1) est associée à I (voir
Remarque 4.2.27) et que cette classe permet le calcul des injecteurs de cet idéal. Les résultats
de ce paragraphe permettent de déterminer si une classe de L1-conjugaison est associée ou non
à l’idéal I .

La proposition suivante, conséquence du corollaire 1.4.12, permet toujours de déterminer
un injecteur de I .

Proposition 4.2.28. Un groupe H de A(L1) est associé à I si et seulement s’il vérifie

I + Ψ(H).I 6= k[x1, . . . , xn] .

Démonstration. Cette dernière inégalité est vérifiée si et seulement si il existe β ∈ V (I) tel
que Ψ(H) ⊂ Inj(I, β) (voir Corollaire 1.4.12). Puisque Card(Ψ(H)) est le cardinal de tout
injecteur de I (voir Corollaire 4.2.6 et Corollaire 4.2.17), Ψ(H) est égal à Inj(I, β).

Remarque 4.2.29. Soient C1 et C2 deux classes de L1-conjugaison des groupes appartenant à
A(L1). D’après les propositions 4.2.5 et 4.2.8, s’il existe deux groupes H1 ∈ C1 et H2 ∈ C2
tels que H1 ∩H2 soit un sous-groupe transitif de Sn alors

{Ψ(H) | H ∈ C1} = {Ψ(H) | H ∈ C2} .

Supposons que I + Ψ(H1).I = k[x1, . . . , xn]. Avec cette hypothèse, la proposition 4.2.28
prouve qu’aucun des groupes de C1 et de C2 ne permet le calcul d’un injecteur de I .
Supposons que I + Ψ(H1).I 6= k[x1, . . . , xn]. Avec cette hypothèse, la proposition 4.2.28
montre que Ψ(H1) est un injecteur de I et qu’aucune des classes C telle que Ψ(H1) /∈ {Ψ(H) | H ∈
C} n’est associée à I .

La proposition 4.2.28 ne permet pas de préétablir des critères d’association entre les
classes de L1-conjugaison des groupes appartenant à A(L1) et les idéaux induits, ce qui sera
souvent possible avec la proposition suivante :

Proposition 4.2.30. Soit C l’une classe de L1-conjugaison des groupes appartenant à A(L1).
Si la classe C est associée à l’idéal induit I , alors

I =
⋂
H∈C

H.I

(
=

⋂
H∈C
{σ.R | σ ∈ H, R ∈ I}

)
.
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Démonstration. Soit H ∈ C. Par hypothèse, il existe α ∈ V (I) tel que Inj(I, α) = Ψ(H) (voir
Théorème 4.2.16). Par définition de Ψ, l’injecteur Inj(I, α) s’écrit donc

Inj(I, α) = Hσ1 + · · ·+ Hσs ,

où {σ1, . . . , σs} est une transversale à droite de L1 modulo FixH({1}). Par suite, l’idéal I se
décompose comme suit :

I = Idk(Inj(I, α).α) =
s⋂

i=1

Idk((Hσi).α) =
s⋂

i=1

Idk(H
σ−1

i .(σi.α)) , (4.2.6)

Soient Hσ ∈ C où σ ∈ {σ−1
1 , . . . , σ−1

n } ⊂ L1 et R ∈ I .
D’après l’égalité (4.2.6), nous avons R ∈ Idk(H

σ.(σ−1.α)) et donc, par la proposition 4.4.1,
il vient Hσ.I ⊂ Idk(H

σ.(σ−1.α)). La décomposition (4.2.6) permet d’en déduire l’inclusion⋂
H′∈C H ′.I ⊂ I . Or I ⊂ ⋂

H′∈C H ′.I , d’où le résultat.

L’étude du degré 8 que nous menons au paragraphe 4.5 fait apparaître, qu’en dehors du cas
Galk(f) ∈ {8T6, 8T8}, la proposition 4.2.30 est suffisante pour établir des critères d’associa-
tion tels que ceux présentés dans l’exemple 4.2.31 qui suit.

Exemple 4.2.31. Supposons que f soit un polynôme de degré 8 tel que

DegRuptRed(f) = 13, 22 .

L’injecteur de tout idéal de rupture Ir est L1 = S14,22 . Tout idéal initial I induit par un idéal de
rupture est engendré par un ensemble triangulaire T de la forme :

T = {f(x1), x2 + g2(x1), x3 + g3(x1), x4 + g4(x1),

f5(x5, x1), x6 + g6(x5, x1), f7(x7, x1), f8(x6, x1)},

où les polynômes g2, g3, g4 sont distincts.
Supposons que Galk(f) soit impair, il s’agit alors d’un conjugué de 8T7, c’est à dire l’un de
ses 6 conjugués dans A(L1) qui sont :

H1 = 〈(1, 5, 3, 7, 2, 6, 4, 8), σ1 = (1, 2)(3, 4)〉, H2 = 〈(1, 6, 3, 7, 2, 5, 4, 8), σ1〉,
H3 = 〈(1, 5, 2, 7, 3, 6, 4, 8), σ2 = (1, 3)(2, 4)〉, H4 = 〈(1, 5, 2, 8, 3, 6, 4, 7), σ2〉,
H5 = 〈(1, 5, 2, 7, 4, 6, 3, 8), σ3 = (1, 4)(2, 3)〉, H6 = 〈(1, 5, 2, 8, 4, 6, 3, 7), σ3〉.

Ces 6 groupes se répartissent en trois classes de L1-conjugaison :

C1 = {H1, H2}, C2 = {H3, H4} et C3 = {H5, H6},

avec H2 = τ−1H1τ , H4 = τ−1H3τ et H6 = τ−1H5τ et τ = (5, 6) ∈ L1.
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D’après le théorème 4.2.22, il existe i ∈ {1, 2, 3} tel que I =
⋂

H∈Ci
H.I . La propo-

sition 4.2.30 permet ensuite de déterminer la classe associée à I sous la forme d’un critère
d’association.

À partir du polynôme R = x2 + g2(x1) de T et des permutations σ1 = (1, 5, 3, 7, 2, 6, 4, 8)
de H1 et σ2 = (1, 6, 2, 5, 3, 7, 4, 8)(1, 2)(3, 4) de H2, nous formons le polynôme P1 = σ1.R =
σ2.R = x6 + g2(x5) qui appartient à

⋂
H∈C1 H.I . De même, nous construisons le polynôme

P2 = x6 + g3(x5) de
⋂

H∈C2 H.I et le polynôme P3 = x6 + g4(x5) de
⋂

H∈C3 H.I .
Les polynômes P1 et P2 ne peuvent appartenir simultanément à I car, si tel était le cas, le

polynôme g2(x5)− g3(x5) = P1−P2 appartiendrait à I et, étant de degré strictement inférieur
à f , il diviserait f sur k. Il en va de même, pour les couples (P1, P3) et (P2, P3). Nous obtenons
ainsi les critères d’association :
i) si P1 ∈ I alors la classe C1 est associée à I ;
ii) si P2 ∈ I alors la classe C2 est associée à I ;
iii) si P3 ∈ I alors la classe C3 est associée à I .

Supposons que C1 soit associée à I . Alors I est l’intersection de deux idéaux maximaux
(ceux deM(I)) : I = M1 ∩M2 avec Hi = Dec(Mi), i = 1, 2. Les ensembles Ψ(H1) =
H1 + H1τ et Ψ(H2) sont les injecteurs de I dansM1 etM2, respectivement (voir Théorème
4.2.16).

Remarque 4.2.32. Nous constatons sur l’exemple ci-dessus que la proposition 4.2.30 est uti-
lisable pour préétablir des critères d’association. Il s’agit d’une conséquence du fait que les
variables et les degrés des polynômes intervenant dans l’ensemble triangulaire engendrant
l’idéal induit ne dépendent que du groupe de Galois de f .

Le résultat de la proposition suivante est moins fort que celui de la proposition 4.2.30, mais
il est parfois suffisant :

Proposition 4.2.33. S’il existe σ ∈ ⋂
H∈C Ψ(H) et g dans I tel que σ.g /∈ I alors C n’est pas

associée à I .

Démonstration. Montrons la contraposée de la proposition. Supposons donc la classe C asso-
ciée à I . D’après le théorème 4.2.16, les injecteurs de I sont les Ψ(H) où H parcourt la classe
C. La proposition 1.4.10 montre qu’alors

Dec(I) =
⋂
H∈C

Ψ(H) .

Le résultat découle alors de la définition du groupe de décomposition d’un idéal.

Remarque 4.2.34. La recherche d’un polynôme g ∈ I de la proposition 4.2.33 peut être res-
treinte à un ensemble de polynômes engendrant I .
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4.2.4 Algorithme de calcul d’un injecteur d’un idéal induit

Dans ce paragraphe, nous décrivons les différentes étapes d’un algorithme de calcul d’un in-
jecteur d’un idéal induit.

Les trois entrées, I , G et L1 de cet algorithme sont :
– un idéal de Galois I induit d’un idéal I1,
– un ensemble G de sous-groupes transitifs de Sn contenant Galk(f) (représentation sy-

métrique du groupe de Galois de f ) ;
– l’injecteur L1 de l’idéal I1.
Cet algorithme retourne un injecteur de l’idéal I .

Étape 1 : Élimination de groupes de G
Des critères classiques (parité du groupe de Galois, critère de Dedekind, etc) sont employés à
cette étape pour éliminer des groupes de G qui ne peuvent être Galk(f).

Étape 2 : Calcul des ensembles A(L1, G) = {Gσ | σ ∈ Sn} ∩ A(L1) .
L’ensemble A(L1) (voir Définition 4.2.1) est l’ensemble des sous-groupes admissibles de Sn.
Il contient les groupes de Galois Dec(M), pour M ∈ M(I), qui permettent le calcul d’un
injecteur de I à l’aide de la proposition 4.2.15
Pour tout groupe G ∈ G, A(L1, G) est l’ensemble des Sn-conjugués de G admissibles. En
particulier, l’ensemble A(L1, Galk(f)) contient les groupes Dec(M), pourM∈M(I).

Étape 3 : Calcul de A(L1)
Les ensembles étant déterminés, nous utilisons l’égalité :

A(L1) =
⋃
G∈G
A(L1, G). (4.2.7)

Étape 4 : Calcul des classes de L1-conjugaison de A(L1)
À la fin de cette étape, nous avons différentes classes de L1-conjugaison de A(L1) dont cer-
taines ne permettent pas le calcul d’un injecteur de I , autrement-dit, elles ne sont pas associées
à I . Néanmoins, l’une de ces classes (l’ensemble {Dec(M) | M ∈ M(I)}) est associée à I
(voir Définition 4.2.19) et tout groupe d’un classe associée à I permet le calcul d’un injecteur
de I (voir Définition 4.2.18 et Théorème 4.2.16).

Étape 5 : Élimination des classes de L1-conjugaison non associées à I
Pour déterminer une classe de L1-conjugaison associée à I , nous procédons par élimination.
Pour cela, nous disposons des propositions 4.2.30 et 4.2.33 qui permettent d’établir des tests.
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Nous avons aussi la possibilité d’employer les algorithmes de calcul du groupe de décom-
position du chapitre 3. Ceci aboutit au test suivant.
Test du groupe de décomposition
Nous sommes en présence de deux cas :

1. L’idéal I est un idéal de Galois pur d’injecteur Dec(I). Dans ce cas, toutes les autres
classes de L1-conjugaison peuvent être éliminées puisqu’un injecteur de I est connu.

2. L’idéal I n’est un idéal de Galois pur et, dans ce cas, toutes les classes C de L1-
conjugaison telles que Dec(I) 6= ∩h∈CΨ(H) peuvent être éliminées.

Application de la proposition 4.2.28
Contrairement aux méthodes d’élimination précédentes, seule la proposition 4.2.28 assure
qu’il est toujours possible de déterminer un injecteur de I . Rappelons, en effet, que d’après
cette proposition, une classe de L1-conjugaison est associée à I ssi, pour n’importe quel groupe
H de cette classe,

I + Ψ(H).I 6= k[x1, . . . , xn] .

Étape 6 : Dans l’une des classes de L1-conjugaison, choisir H et retourner Ψ(H).
Àprès l’étape 5, toutes les classes de L1-conjugaison restantes sont associées à I . Il suffit alors
de calculer Ψ(H) pour n’importe quel groupe de l’une de ces classes pour obtenir un injecteur
de I (voir Théorème 4.2.16)

La description de l’algorithme ci-dessous reprend les étapes précédentes de manière syn-
thétique.

Algorithme 4.2.35.
Fonction Determiner_Un_Injecteur (I , G, L1)
/*

Entrées : Un idéal de Galois I d’un polynôme f de degré n à coefficients dans k.
Un ensemble G de représentants de groupes transitifs de Sn contenant le groupe de Galois Galk(f).
L’injecteur L1 de l’idéal de rupture I1.

Sortie : Un injecteur de I .
*/
. Élimination de classes de G qui ne peuvent être le groupe de Galois de f ;
. Calcul des ensembles A(L1, G), pour tout G ∈ G ;
. Calcul de A(L1) :=

⋃
G∈G A(L1, G) ;

. Calcul de l’ensemble des classes de L1-conjugaison de A(L1) ;

. Élimination des classes de L1-conjugaison non associées à I ;

. Choisir H dans l’une des classes de L1-conjugaison ;

. Retourner Ψ(H) ;
Fin Fonction ;
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Preuve de terminaison de l’algorithme L’ensemble des classes de L1-conjugaison (qui sont
des sous-groupes transitifs de Sn) est fini. La Proposition 4.2.28 appliquée à l’une de ces
classes l’exclue de l’ensemble des classes de L1-conjugaison ou permet de déterminer un in-
jecteur de I .
Preuve de correction de l’algorithme La représentation symétrique Galk(f) étant fournie en
argument, la classe {Dec(M) | M ∈ M(I)} est une classe de L1-conjugaison est associée
à I (voir Définition 4.2.18 et Proposition 4.2.15). L’algorithme ne retourne un résultat que si
une classe C associée à I a été trouvée et, pour tout groupe H de C, l’ensemble Ψ(H) est un
injecteur de I (voir Théorème 4.2.16).

4.3 Application au calcul du corps de décomposition
Dans ce paragraphe, nous présentons un algorithme de calcul d’un corps de décomposition

d’un polynôme qui utilise les résultats de paragraphes précédents. Les différentes étapes de cet
algorithme sont les suivantes.

Étape 1 : Factorisation de f sur l’un de ces corps de rupture
Le polynôme f fourni en argument à l’algorithme est factorisé sur l’un de ces corps de rupture.
Nous connaissons alors le facteurs irréductibles de f sur ce corps et la liste DegRuptRed(f)
de ces degrés de rupture (voir Définition 2.2.2)

Étape 2 : Calcul d’un idéal de rupture I1 à partir de cette factorisation
(Voir Définition 4.1.3)

Étape 3 : Calcul de l’idéal I induit de I1

Cet idéal se déduit facilement de I1. (voir Corollaire 4.1.13).

Étape 4 : Calcul de l’injecteur L1 de I1

Il s’agit du groupe S1,DegRuptRed(f) (voir Remarque 4.1.5).

Étape 5 : Détermination de G = {H ∈ Transitif(n) | D(H) = DegRuptRed(f)}
Il s’agit de l’ensemble de sous-groupes transitifs de Sn qui, compte-tenu de la suite des degrés
de rupture de f , peuvent être le groupe Galk(f) (voir Remarque 4.2.2). Les tables de rupture
du chapitre 2 permettent d’établir cette liste (voir Remarque 2.3.1).

Étape 6 : Calcul de l’ensemble Ens des représentants des classes de L1-conjugaison des
groupes inclus dans L1 ;

À la fin de l’étape précédente, nous disposons de deux des entrées (l’idéal de Galois I et
l’un de ces injecteurs) nécessaires à l’algorithme GaloisIdéal (voir Paragraphe 1.5). Pour
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pouvoir appliquer cet algorithme, il ne reste plus qu’à calculer l’ensemble des représentants
des classes de L1-conjugaison des groupes inclus dans L1. Remarquons que nous utilisons ici
la généralisation de cet algorithme présentée dans [71] qui permet de fournir en argument à cet
algorithme un injecteur qui n’est pas un groupe.

Étape 7 : Application de GaloisIdéal(I, inj, Ens)
Le calcul du corps de décomposition de f est alors obtenu grâce à l’algorithme GaloisIdéal.

L’algorithme de calcul de corps de décomposition que nous venons de décrire s’écrit
comme suit.

Algorithme 4.3.1.
Fonction Corps_De_Decomposition (I , G, L1)
/*

Entrée : Un polynôme f de degré n à coefficients dans k.

Sortie : Un idéal des relations de f .
*/
. Factorisation de f sur l’un de ces corps de rupture ;
. /* Calcul d’un idéal de Galois de f */
. Calcul d’un idéal de rupture I1 à partir de cette factorisation ;
. Calcul de l’idéal I induit de I1 ;
. /* Calcul d’un injecteur de I*/
. Calcul de l’injecteur L1 de I1 ;
. Détermination de G = {H ∈ Transitif(n) | D(H) = DegRuptRed(f)} ;
. Calcul d’un injecteur inj de I à l’aide de l’algorithme 4.2.35 ;
. Calcul de l’ensemble Ens des représentants des classes de L1-conjugaison des groupes
. inclus dans L1 ;
. Retourner GaloisIdéal(I, inj, Ens) ;
Fin Fonction ;

4.4 Adjonction de relations à l’idéal induit

Considérons un idéal I induit d’un idéal de rupture I1. Il est parfois possible de construire,
sans coût supplémentaire, un idéal de Galois contenant strictement I . La mise en œuvre de ces
résultats ne peut être faite que si un injecteur de l’idéal obtenu peut être déterminé.

Dans le paragraphe 4.4.1, nous présentons les résultats théoriques permettant une telle
construction.
Le paragraphe 4.4.2 présente une situation où l’injecteur de l’idéal obtenu peut être déterminé.
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4.4.1 Résultats théoriques
Pour pouvoir appliquer l’algorithme GaloisIdéal à ce nouvel idéal, nous devons, comme

pour I , connaître un de ses injecteurs.

Proposition 4.4.1. (voir [70], Proposition 3.6) Soit H un sous-groupe de Sn. Le groupe de
décomposition de l’idéal IdK(H.α) contient H .

Proposition 4.4.2. Soit H un sous-groupe de Sn vérifiant H ⊂ Inj(I, α). Soient σ ∈ H et
R ∈ I . L’idéal J = I + 〈σ.R〉 est un idéal de Galois contenu dans Idk(H.α).

Démonstration. Montrons l’inclusion J ⊂ Idk(H.α). Puisque H ⊂ Inj(I, α), nous avons
I ⊂ Idk(H.α) et il suffit donc de montrer que σ.R appartient à Idk(H.α).
D’après la proposition 4.4.1, le groupe H est inclus dans le groupe de décomposition de
Idk(H.α) et donc σ.R ∈ Idk(H.α), d’où l’inclusion.
Ceci implique, en particulier, que J est un idéal propre et, comme il contient les relations
symétriques, J est un idéal de Galois (voir Proposition 1.4.1).

Une conséquence immédiate de cette proposition est le corollaire suivant :

Corollaire 4.4.3. Reprenons les notations de la proposition 4.4.2. Si F = σ.R est de la forme
xd

j +g(x1, . . . , xj−1) avec d > 0 et si l’ensemble S = {f1, . . . , fj−1, F, fj+1, . . . , fn} engendre
un idéal I ′ contenant I , alors S est triangulaire séparable et I ′ = J .

Dans le corollaire 4.4.3, il suffit que F soit un facteur de fj dans k[x1, . . . xj] pour que
l’hypothèse d’inclusion soit vérifiée.
Le résultat suivant montre que cette même hypothèse d’inclusion est vérifiée sous certaines
conditions moins contraignantes.

Corollaire 4.4.4. Reprenons les notations du corollaire 4.4.3 et supposons que :
– F soit de la forme xd

j + g(x1, . . . , xj−1), avec d = degxj
(Idk(H.α)) ;

– pour tout i ∈ [[1, j − 1]], degxi
(I) = degxi

(Idk(H.α)).
Alors, J est un idéal de Galois de f et il est engendré par l’ensemble S.

Démonstration. D’après le corollaire 4.4.3, il suffit de montrer que fj ∈ 〈S〉. D’après la pro-
position 4.4.2, nous avons la suite d’inclusions d’idéaux de k[x1, . . . , xj] :

〈f1, . . . , fj−1, F 〉 ⊂ 〈f1, . . . , fj−1, F, fj〉 ⊂ Idk(H.α) ∩ k[x1, . . . , xj].

Or l’hypothèse faite sur les degrés initiaux des idéaux

Idk(H.α) ∩ k[x1, . . . , xj] et 〈f1, . . . , fj−1, F 〉

montre que ces idéaux sont égaux. Le corollaire s’en suit.
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Soit H un groupe associé à I et contenant Galk(α), le corollaire 4.4.3 (ou le corollaire 4.4.4)
permet d’en déduire un polynôme F et un idéal de Galois J = I + 〈F 〉 de f . Connaissant
un ensemble triangulaire de générateurs de J , nous pouvons calculer le cardinal de sa va-
riété (voir Égalité (1.4.8)). Si Card(V (J)) = Card(H) alors, d’après la proposition 1.4.15,
J = Idk(H.α) et H est l’injecteur de J . Dans le cas où H n’est pas l’injecteur de J , nous
pouvons, dans certains cas, calculer un injecteur de J .

Rappelons que L1 est l’injecteur de l’idéal I1 dont I est induit. Soit E une transversale à
droite de L1 modulo FixH({1}). Nous avons :

J = I + 〈F 〉 =
⋂
τ∈E

Idk(Hτ.α) + 〈F 〉 .

Soit E1 l’ensemble des permutations τ ∈ E telles que F ∈ Idk(Hτ.α). Comme les idéaux
I et 〈F 〉 sont inclus dans

⋂
τ∈E1

Idk(Hτ.α), L’idéal J = I + 〈F 〉 l’est également.
La proposition immédiate suivante permet, dans certains cas, de calculer un injecteur de

J :

Proposition 4.4.5. Supposons que Galk(α) ⊂ H . Si nous avons l’égalité Card(V (J)) =
Card(E1) . Card(H) alors J =

⋂
τ∈E1

Idk(Hτ.α) et l’injecteur de J s’écrit :

Inj(J, α) =
∑
τ∈E1

Hτ .

Ainsi, pour construire un injecteur de l’idéal J à partir de I et de la classe de L1-conjugaison
de H, il faut pouvoir tester la condition de la proposition 4.4.5 ; autrement dit, nous devons
connaître E1. La proposition suivante permet, dans certains cas, de calculer cet ensemble :

Proposition 4.4.6. Reprenons les notations précédentes. Une permutation τ ∈ {τ1, . . . , τs}
appartient à E1 dès qu’elle vérifie la condition suivante :

∃(R, σ) ∈ I ×Hτ−1

, F = σ.R .

Démonstration. Montrons la contraposée de cette condition. Supposons donc que la permu-
tation τ n’appartient pas à E1, i.e. F /∈ I = Idk(Hτ.α) . Nous avons donc, par définition du
groupe de décomposition :

∀(R, σ) ∈ I ×Dec(I), F 6= σ.R ,

puisque σ.R ∈ I.
Comme I ⊂ I , d’après la proposition 4.4.1 nous avons

Hτ−1 ⊂ Dec(Idk(H
τ−1

.τα)) (= Dec(Idk(Hτ.α))) .

Donc, ∀(R, σ) ∈ I ×Hτ−1
, F 6= σ.R .
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4.4.2 Application
Soit H un sous-groupe de Sn vérifiant Galk(α) ⊂ H (donc H est associé à I). Supposons

que nous ayons calculé un polynôme F = σ.R comme dans le corollaire 4.4.4. Soit

Ψ(H) = Hτ1 + . . . + Hτs ,

où τ1, . . . , τr sont les permutations telles que τ−1
i Hτi vérifient les mêmes hypothèses que H

pour le même polynôme F (au signe près). D’après la proposition 4.4.6, nous avons {τ1, . . . , τr} ⊂
E et donc :

Card(V (J)) ≥ Card(E1) Card(H) ≥ r Card(H) .

Le cardinal de V (J) étant connu, si r Card(H) = Card(V (J)) alors, d’après la proposi-
tion 4.4.6, nous avons E1 = {τ1, . . . , τr} et

Inj(J, α) =
r∑

i=1

Hτi .

Exemple 4.4.7. Soit I un idéal induit d’un idéal de rupture d’un polynôme f de degré 8. Sup-
posons que DegRuptRed(f) = 13, 22. Notons f7(x1, x7) le 7-ième polynôme de TI . À l’aide
de la table de rupture en degré 8 (voir Chapitre 2), nous calculons l’ensemble des groupes H
vérifiant FixH({1}) ⊂ S14,22 et D(H) = 1,DegRuptRed(f). Tous ces groupes vérifient
L(H) = (8, 13, 2, 13). En comparant avec L(I) = (8, 13, 2, 1, 2, 1), nous en déduisons, qu’en
remplaçant le polynôme f7 de TI par une relation r7(x1, x5, x7) linéaire en x7, nous obtien-
drons un idéal de relations de f .

4.5 Construction d’un algorithme pour le degré 8

L’algorithme Corps_De_Decomposition(voir Algorithme 4.3.1) permet de calcu-
ler un idéal des relations à partir d’un polynôme irréductible f de degré n. Pour cela, il
construit un idéal induit d’un idéal de rupture dont l’injecteur est calculé par l’algorithme
D\’eterminer_Un_Injecteur(voir Algorithme 4.2.35). À partir d’une factorisation de
f sur l’un de ses corps de rupture, L’algorithme Corps_De_Decomposition :

– calcule un idéal I induit d’un idéal de rupture de f ;
– détermine une liste de groupes de Transitif(n) contenant Galk(f) en s’appuyant sur

les tables de rupture du chapitre 2.
Dans le cadre d’une étude d’un degré donné, l’information galoisienne obtenu après factorisa-
tion est suffisamment précise qu’une application directe de l’algorithme 4.2.35 est inefficace.
Plus précisement, lorsque l’algorithme est appliqué dans un tel cadre, l’ensemble des classes
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de L1-conjugaison qui y sont utilisées peut être précalculées et la plus part des tests d’associa-
tion préétablis.

Par ailleurs, tout idéal induit d’un idéal de rupture est connu par l’intermédiaire d’un en-
semble triangulaire T l’engendrant et, par construction, nous avons des informations sur les
monômes initiaux et les variables intervenant dans les polynômes de T . Lorsqu’en plus de ces
informations polynomiales, les informations portant sur le groupe de Galois de f sont suffi-
santes, les résultats du paragraphe 4.4 permettent de construire un nouvel idéal de Galois J
contenant strictement I . Les polynômes engendrant J proviennent de ceux de T et par action
de certaines permutations sur des polynômes pris de T . Cette technique peut intervenir à toutes
les étapes en cours de calcul.

Étude en degré 8

Pour illustrer ce chapitre, nous avons choisi d’étudier le degré n = 8. L’objectif est l’éla-
boration d’un algorithme de calcul d’un idéal des relationsM = Idk(α), où α est un 8-uplet
des racines de f , et du groupe de Galois correspondant Galk(α) = Dec(M) (ce groupe est
rapidement calculable avec les algorithmes décrits dans le chapitre 3).

Nous excluons le cas où DegRuptRed(f) = 7, c’est-à-dire celui où le groupe de Galois
de f est 2-transitif. Nous supposons construit un ensemble triangulaire

TI = {f1(x1), . . . , f8(x1, . . . , x8)},

de générateurs de l’idéal I induit d’un idéal de rupture de f d’injecteur L1. Nous avons
L1 = S1,DegRuptRed(f).

Les groupes 8Ti de l’ensemble Transitif(8) sont notés Ti. Nous utilisons des groupes
conjugués Gi = T σi

i des groupes Ti où les permutations σi sont données ci-dessous :

σ6 = (2, 7, 6, 3, 5) σ7 = (2, 7, 3, 4, 5)(6, 8)
σ8 = (4, 8)(2, 5, 3, 6, 7) σ12 = (2, 7, 6, 4, 5)
σ13 = σ24 = (2, 4, 6)(5, 7, 8) σ14 = (2, 4, 6, 7, 8, 3, 5)
σ17 = (2, 3, 4, 5, 6, 8) σ18 = (1, 5)(2, 7)(3, 8)(4, 6)
σ19 = (2, 3)(4, 7, 6, 8) σ31 = (2, 7, 6, 8, 3, 5)
σ39 = (2, 6)(7, 8) σ33 = (4, 8)

– pour i ∈ {23, 38, 40, 44}, σi = (2, 5)(4, 7) et,
– pour i ∈ {46, 45, 42, 41, 34, 33}, σi = σ47.
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Dans ce qui suit, nous allons utiliser les relations d’équivalence suivantes.

RelationR sur l’ensemble des classes de L-conjugaison A(L)/ ∼.

Soient C et C ′ deux classes appartenant à A(L)/ ∼. Nous posons

C R C ′ ssi {Ψ(H) |H ∈ C} = {Ψ(H ′) |H ′ ∈ C ′}.
Ainsi, si {Ψ(H) |H ∈ C} est l’ensemble des injecteurs de I alors il en est de même de l’en-
semble {Ψ(H ′) |H ′ ∈ C ′} pour toute classeR-équivalence C ′ de C.

RelationR pour les groupes de G.

Soient G et G′ deux groupes de G. Nous posons

G R G′ s’il existe C ∈ A(L,G)/ ∼ et C ′ ∈ A(L,G′)/ ∼ tels que C R C ′.
Autrement dit, si G R G′, le calcul des injecteurs de I peut se faire indifféremment avec les
classes de A(L,G) ou de A(L,G′).

Dans les paragraphes suivants et à l’aide de la table de rupture en degré 8 (voir Cha-
pitre 2), nous adaptons l’algorithme de calcul d’un injecteur d’un idéal induit en fonction de
DegRuptRed(f).

4.5.1 DegRuptRed(f) = 17 ; L1 = S18 et L(I) = (8, 17)

G/R = {{T1}, {T+
2 }, {T+

3 }, {T+
4 }, {T+

5 }}. L’idéal induit I est un idéal M de relations du
polynôme f .

Exemple 4.5.1. Le polynôme irréductible f = x8 + 8x6 + 20x4 + 16x2 + 2 se factorise, dans
k(α1), en le produit de facteurs irréductibles :

(x− α1)(x + α1)(x− α3
1 − 3α1)(x + α3

1 + 3α1)(x− α5
1 − 5α3

1 − 5α1)

(x + α5
1 + 5α3

1 + 5α1)(x− α7
1 − 7α5

1 − 14α3
1 − 7α1)(x + α7

1 + 7α5
1 + 14α3

1 + 7α1).

Nous avons Dec(M) = T σ
1 avec σ = (2, 3, 7, 8, 5)(4, 6) et

M = 〈f(x1), x2 + x1, x3 − x3
1 − 3x1,

x4 + x3
1 + 3x1, x5 − x5

1 − 5x3
1 − 5x1, x6 + x5

1 + 5x3
1 + 5x1,

x7 − x7
1 − 7x5

1 − 14x3
1 − 7x1, x8 + x7

1 + 7x5
1 + 14x3

1 + 7x1〉 .
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4.5.2 DegRuptRed(f) = 13, 22 ; L1 = S14,22 et L(I) = (8, 13, 2, 1, 2, 1)

G/R = {{T7}, {T+
9 }, {T+

10}, {T+
11}}. Pour tout H ∈ A(L1), nous avons L(H) = (8, 13, 2, 13).

En comparant avec L(I), nous savons que nous cherchons une relation de la forme r7 =
x7+h7(x1, . . . , x6) pour obtenir un ensemble triangulaire T ′ = {f1, . . . , f6, r7, f8} engendrant
un idéal des relations M. Les polynômes f2 et f3 de TI sont respectivement de la forme
x2 + g2(x1) et x3 + g3(x1).

La parité de Galk(f) permet de distinguer deux cas.
Cas A Le groupe de Galois de f est le groupe impair T7.
Ce cas a été traité dans l’exemple 4.2.31 où est décrit un critère d’association. En utilisant

le théorème 4.2.22, il est possible de réordonner les facteurs de première rupture pour que
la classe de L1-conjugaison dans A(L1) associée à I soit celle de G7 (ceci est équivalent à
x6 + g2(x5) ∈ I).
En appliquant le corollaire 4.4.4 et la proposition 4.4.5 à H = G7, nous obtenons la relation
r7 = x7 + g3(x5) de T ′ avec Dec(M) = G7.

Cas B Galk(f) ∈ G+ = {T+
9 , T+

10, T
+
11}.

Pour G ∈ G+, notons Ci(G), i = 1, 2, 3, les trois classes de L1-conjugaison dans A(L1, G).
Chaque classe est constituée de 2 groupes. En raisonnant comme dans l’exemple 4.2.31, pour
chaque groupe G ∈ G+, nous obtenons le critère d’association suivant :
1) si x6 + g4(x5) ∈ I alors I est associé à C1(G) ;
2) si x6 + g2(x5) ∈ I alors I est associé à C2(G) ;
3) si x6 + g3(x5) ∈ I alors I est associé à C3(G).

Supposons l’idéal I induit de f associé à C1(Galk(f)).
Quelque soit i ∈ {9, 10, 11} il existe Hi ∈ C1(T+

i ) et une permutation σ ∈ Hi telle que
r7 = σ.f2 = x7 + g2(x5). L’ensemble triangulaire T ′ étant ainsi obtenu, il reste à déterminer
lequel des trois groupes Hi, i = 9, 10, 11, est le groupe de décomposition deM = 〈T ′〉.

4.5.3 DegRuptRed(f) = 13, 4 ; L1 = S14,4 et L(I) = (8, 13, 4, 3, 2, 1)

G/R = {{T17}, {T+
18}}. Pour tout H ∈ A(L1), L(H) = (8, 13, 4, 1, 1, 1). Nous cherchons

deux relations de la forme r6 = x6 + h6(x1, . . . , x5) et r7 = x7 + h7(x1, . . . , x6) pour obtenir
un ensemble T ′ = {f1, . . . f5, r6, r7, f8} engendrant l’idéalM. Les polynômes f2 et f3 de TI

sont respectivement de la forme x2 + g2(x1) et x3 + g3(x1). Le calcul du discriminant de f
permet de distinguer deux cas.

Cas A Le groupe de Galois de f est le groupe pair T+
18.

Les groupes deA(L1, T
+
18) sont L1-conjugués. En faisant agir Dec(M) = G18 sur TI , nous

trouvons les relations r6 = x6 + g4(x5) et r7 = x7 + g2(x5) de T ′ avec Dec(M) = G18.
Cas B Le groupe de Galois de f est le groupe impair T17.



Application des injecteurs pour le calcul de corps de décomposition 129

L’ensemble A(L1, T17) est constitué de 3 classes Ci de L1-conjugaison de 6 groupes cha-
cune et satisfaisant le critère d’association suivant :
1) si x1 + g4(x2) ∈ I alors I est associé à C1 ;
2) si x1 + g3(x2) ∈ I alors I est associé à C2 ;
3) si x1 + g2(x2) ∈ I alors I est associé à C3.

Supposons la classe C2 associée à l’idéal induit I . En faisant agir l’un des groupes de C2 sur
TI , nous trouvons les relations r6 = x6 + g3(x5) et r7 = x7 + g2(x5) de T ′ et Dec(M) = G17.

4.5.4 DegRuptRed(f) = 1, 23 ; L1 = S12,23 et L(I) = (8, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1)

Il y a 4 classes de R-conjugaison dans G : {T6}, {T8}, les sous-groupes de T27 et ceux de
T31 dans G. Comme Card(T27) = Card(T31) = 8. Card(L1) = 64, le calcul du groupe de
décomposition Dec(I) permet de distinguer trois cas :

Cas A. Dec(I) ∈ A(L1, T27) (i.e. Dec(I) est conjugué à T27).
Nous avons, pour tout α ∈ V (I), Galk(α) ⊂ Dec(I) = Inj(I). Selon la parité du groupe
de Galois, le calcul de M est réalisé avec l’un des appels GaloisIdéal(Dec(I), TI,
[H20]) ou GaloisIdéal(Dec(I), TI, [H16]), où H16 et H20 sont des sous-groupes
de Dec(I) conjugués respectifs de T16 et T+

20.
Cas B. Dec(I) = G31 (car A(L1, T31) = {G31}).

Selon la parité du groupe de Galois, le calcul deM est réalisé avec l’un des appels

GaloisIdéal(G31,TI,[G21]) ou GaloisIdéal(G31,TI,[G22]),

où les groupes G21 et G22 sont les uniques sous-groupes de G31 conjugués respectifs des
groupes T21 et T+

22.
Cas C. Dec(I) /∈ A(L1, T27) et Dec(I) 6= G31

Lorsque les cas A. et B. ne sont pas vérifiés, Galk(f) ∈ {T6, T8}. Or, tout groupe G
de A(L1, T6) ∪ A(L1, T8) vérifie L(G) = (8, 1, 2, 15). Nous savons donc que deux relations
linéaires r5 = x5 + h5(x1, x3) et r7 = x7 + h7(x1, x3) sont à déterminer. Le polynôme f2 de
TI est de la forme x2 + g2(x1).

Pour G = T6 ou G = T8, en notant Ci(G) les 3 classes de L1-conjugaison de A(L1, G),
nous avons le critère d’association suivant :
1) si x4 + g2(x3) ∈ I alors I est associé à C1(G),
2) si x6 + g2(x5) ∈ I alors I est associé à C2(G),
3) si x8 + g2(x7) ∈ I alors I est associé à C3(G).

Supposons C2(Galk(f)) associée à l’idéal I . Les groupes G6 de C2(T6) et G8 de C2(T8)
permettent d’obtenir la relation linéaire r7 = x7 + g2(x3) et l’idéal J = I + 〈r7〉 est l’intersec-
tion de deux idéaux de relations (voir Égalités (1.4.2) et (1.4.3)). Pour i = 6, 8, l’autre groupe
de la classe C2(Ti) permettant de rajouter cette relation est Hi = Gσ

i avec σ = (5, 6).
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Le calcul d’un idéal des relations peut alors être réalisé par l’appel

GaloisIdéal(Li,TJ ,[Gi])

où Li = Gi + Giσ (i = 6, 8) est l’injecteur de J selon que le groupe de Galois est T6 ou T8.
(Pour le calcul de Li, voir Théorème 4.2.16 et Proposition 4.4.6). La proposition 4.2.28 permet
d’identifier le groupe de Galois en déterminant lequel des ensembles L6 ou L8 est un injecteur
de J .

4.5.5 DegRuptRed(f) = 1, 2, 4 ; L1 = S12,2,4 et L(I) = (8, 1, 2, 1, 4, 3, 2, 1)

Dans l’ensemble G, tous les groupes sont R-équivalents car ils sont tous des sous-groupes
du groupe T35 de G. Les degrés des facteurs de ruptures étant distincts deux-à-deux, il n’y a
qu’une classe de L1-conjugaison dans chaque ensemble A(L1, G), pour tout G ∈ G.

En comparant L(G35) = (8, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1) à L(I) et en considérant le polynôme f2 de
la forme x2 + g2(x1), nous trouvons l’idéal J d’injecteur G35 et engendré par

TJ = {f1, . . . , f5, x6 + g2(x5), f7, f8}.
L’ensemble des groupes de Galois des éléments de V (J) est celui des sous-groupes de G35

inclus dans A(L1, Galk(f)). Selon que le groupe de Galois Galk(f) soit pair ou impair, le
calcul se termine par les appels respectifs :

GaloisIdéal(G35,TJ, [G29, G19, H19]) et
GaloisIdéal(G35, TJ,[G26, G28, G30, G15, H15]),

où H19 = T
(2,3)(4,8)(6,7)
19 et H15 = T

(2,8,6,7,4,5)
15 .

Le groupe de Galois sur k(α1) du facteur de rupture f5(α1, x) = x4 + g(α1, x) de f
départage T+

19 et T+
29 ; de plus, d’après les tables de ruptures en degré 8 (voir Annexe A), la

parité de ce groupe de Galois détermine si Galk(f) est ou non T15.

4.5.6 DegRuptRed(f) = 1, 32 ; L1 = S12,32 et L(I) = (8, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1)

Nous avons G/R = {{T+
13, T

+
14, T

+
24}, {T+

12}}. Bien que, pour chaque groupe de G, l’ensemble
A(L1, G) possède plusieurs classes de L1-conjugaison et que G possède plusieurs classes de
R-équivalence, nous allons pouvoir utiliser les résutats du paragraphe 4.4 dès le départ. La
relation f2 de TI est de la forme x2 + g2(x1). Pour tout groupe deA(L1), il existe un groupe G
dans sa classe de L1-conjugaison tel que r6 = x6 + g2(x3) et r7 = x7 + g2(x4) appartiennent
à Idk(G.α) (voir Corollaire 4.4.4). L’ensemble TJ = {f1, . . . , f5, r6, r7, f8} engendre un idéal
de Galois J tel que

∏8
i=1 degxi

(J) = Card(T24) = 48. Nous avons alors deux cas.
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Cas A Dec(J) ∈ A(L1, T24) = {G24, T
(2,8,6)(3,7)
24 }.

Galk(f) ∈ {T24, T13, T14}. Ordonnons les facteurs de première rupture de f de sorte que
Dec(J) = G24. Le calcul de l’idéalM est réalisé avec l’appel

GaloisIdéal(G24, TJ,[G13, G14]).

Cas B Dec(J) n’est pas un conjugué de T24.
Le groupe de Galois est alors T12. Les conjugués de T12 appartenant à A(L1) ne forment

qu’une seule classe de L1-conjugaison. D’après le théorème 4.2.16, nous savons que l’idéal des
relationsM peut être choisi de telle sorte que Inj(J,M) soit l’ensemble G12+G12(3, 4)(6, 7).
Son calcul peut se faire avec l’appel

GaloisIdéal( G12 + G12(3, 4)(6, 7), TJ, [G12]).

Remarque 4.5.2. D’après les tables de rupture en degré 8, si le groupe de Galois d’un des
facteurs de rupture de degré 3 est 3T2 (i.e. S3) alors Galk(f) = T+

24.

4.5.7 DegRuptRed(f) = 1, 6 ; L1 = S12,6 et L(I) = (8, 1, 6, 5, 4, 3, 2, 1)

Le groupe de Galois est un sous-groupe de T44. Le polynôme f2 de Ti est de la forme x2 +
g2(x1).En utilisant les résutats du paragraphe 4.4, avec L(G44) = (8, 1, 6, 1, 4, 1, 2, 1), nous
trouvons l’ensemble triangulaire TJ = {f1, f2, f3, x4 + g2(x3), f5, x6 + g2(x5), f7, f8} engen-
drant l’idéal J d’injecteur G44. Les calculs se terminent, selon la parité de Galk(f), avec l’un
des appels :

– GaloisIdéal(G44,TJ,[G+
39, G+

19]) ou
– GaloisIdéal(G44,TJ,[G40, G38, G23]).

4.5.8 DegRuptRed(f) = 3, 4 ; L1 = S1,3,4 et L(I) = (8, 3, 2, 1, 4, 3, 2, 1)

Le groupe de Galois est un sous-groupe de G47. Nous avons
∏n

i=1 degxi
(I) = Card(G47).

D’après la proposition 1.4.15, le groupe G47 est l’unique injecteur de I . Selon la parité du
groupe de Galois de f , nous terminons le calcul deM avec l’appel

GaloisIdéal(G47,TI,[G+
45, G

+
42, G

+
41, G

+
34, G

+
33])

ou l’appel

GaloisIdéal(G47,TI,[G46]).
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4.6 Implantation et résultats expérimentaux

Nous appellerons FEGI (algorithme de Factorisation dans les Extensions puis algorithme
GaloisIdéal) l’algorithme que nous proposons dans ce chapitre. Nous allons le comparer
à celui de [6] que nous appellerons FE.

Nous avons implanté les deux algorithmes dans le système de calcul formel MAGMA. Nous
avons choisi ce logiciel car il permet de travailler avec toutes les structures mathématiques dont
nous avons besoin (groupes symétriques, polynômes multivariés, algèbres affines ...).

Nous avons rencontré un problème pour la factorisation de polynômes à coefficients dans
un corps de nombres (d’après [65], ce problème sera corrigé dans une prochaine version du
logiciel MAGMA). Nous avons donc implanté l’algorithme de factorisation donné dans [6],
version améliorée de celui de Trager (voir [67]).

Pour nos comparaisons, nous avons utilisé des polynômes de la base de données de G.
Malle et J. Kluners (voir [38]). Les temps de calcul, en “cpu-seconde”, sont recensés dans le
tableau 4.1. Pour chaque ligne, la première colonne contient le polynôme considéré, la seconde
son groupe de Galois sur Q, la suivante l’ordre de ce groupe, et les deux dernières donnent
respectivement le temps de calcul des algorithmes FE et FEGI. Tous ces tests ont été effectués
sur GIULIA4 [32]. Remarquons que l’implantation de l’algorithme FE faite dans le logiciel
RISA/ASIR [58] (interfacé avec PARI [56] version 2.2.5 pour la factorisation des polynômes
à coefficients rationnels) nous a donné des temps équivalents à ceux de notre implantation en
MAGMA.

f Gal(f) |Gal(f)| FE FEGI

x8 − x7 − 7x6 + 5x5 + 15x4 − 7x3 − 10x2 + 2x + 1 8T47 1152 3732.05 0.21
x8 + 7x7 − 10x6 − 131x5 − 200x4 + 131x3 + 382x2 − 191 8T46 576 8400.61 519.29
x8 + x7 − 14x6 − 3x5 + 62x4 − 25x3 − 63x2 + 24x + 16 8T45 576 6040.89 179.55

x8 − x5 − x4 − x3 + 1 8T44 384 66.35 0.19
x8 + x4 − 4x2 + 1 8T39 192 10.54 0.17

x8 + 2x6 − 12x4 − 3x2 + 11 8T35 128 3.53 0.32
x8 + 12x6 + 48x4 + 72x2 + 31 8T31 64 0.66 0.26

x8 − x6 − x4 + x2 + 1 8T29 64 2.03 0.65
x8 − 5x5 − 3x4 − 5x3 + 1 8T26 64 1.8 1.44

x8 + x6 + 2x2 + 4 8T19 32 0.63 0.82

TAB. 4.1 – Temps de calcul.

Les temps de calcul peuvent être améliorés en employant :
- l’algorithme de factorisation de van Hoeij (voir [73]) adapté aux polynômes à coefficients
dans une tour d’extensions algébriques (une telle factorisation existe dans le système PARI ver-
sion 2.2.5 dans le cas où les coefficients appartiennent à une extension simple deQ (voir [56]))
et
- des méthodes p-adiques pour l’algorithme FEGI (voir [75]).
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4.7 Conclusion
Comme le montre le tableau 4.1, notre méthode de calcul d’un corps de décomposition

s’avère comparativement d’autant plus efficace que son degré sur le corps de base est élevé.
Lorsque le groupe de Galois est connu, cette méthode peut être éventuellement améliorée en
utilisant des méthodes d’interpolation pour rechercher les relations de degré 1 (voir [49]).
Nous avons supposé tout au long de ce chapitre que le polynôme f est irréductible sur k, mais
notre méthode est généralisable aux polynômes réductibles en l’appliquant à chacun de ses
facteurs et en utilisant les résultats de l’article [53].

Les résultats de ce chapitre permettent d’utiliser inductivement notre méthode dans les ex-
tensions supérieures. Pour pouvoir mettre en pratique cette généralisation, nous nous sommes
placés dans le cas d’un idéal I1 contenant un idéal de rupture de f dès le paragraphe 4.1. Elle
pourra donc, en particulier, être appliquée à certains polynômes de groupe de Galois 2-transitif.
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Chapitre 5

Injecteur et calcul d’idéaux de Galois purs

Au chapitre 4, nous avons vu comment obtenir un corps de décomposition d’un polynôme
f par le calcul d’une chaîne croissante d’idéaux de Galois de dernier terme un idéal des rela-
tions. Pour chaque idéal construit, un ensemble de permutations doit être connu : il s’agit d’un
injecteur de cet idéal. Ce chapitre est consacré à un résultat qui permet, à partir d’un idéal
de Galois I et de l’un de ses injecteurs (voir Définition 1.4.8), de construire un nouvel idéal
de Galois J contenant I . Ce nouvelle idéal est un idéal de Galois pur (voir Définition 1.4.16)
d’unique injecteur son groupe de décomposition (voir Définition 1.1.21).

Les techniques du paragraphe 4.4 permettent de construire un idéal de Galois J à partir
d’un idéal de Galois I de f en exploitant l’action de certains sous-groupes du groupe sy-
métrique Sn sur une base de Gröbner de I . Les polynôme obtenu par ces actions de groupe
viennent alors se substituer à certains polynômes d’un ensemble de générateurs de I , permet-
tant ainsi d’obtenir sans calcul un idéal de Galois J . La difficulté de cette technique est alors
d’obtenir un injecteur de l’idéal J . Le théorème 5.1.2 de ce chapitre apporte une solution à ce
problème. Moyennant la connaissance d’un injecteur de I , ce théorème pourra se substituer au
résultat du paragraphe 4.4.

Ce théorème montre qu’il est toujours possible, à partir de I et de l’un de ces injecteurs L,
de déterminer un ensemble de générateurs d’un idéal de Galois J contenant I dont l’injecteur
se calcule uniquement à partir de L. Ce théorème repose sur la correspondance entre idéaux de
Galois de f et parties de Sn (voir Théorème 1.4.26) et sur le théorème 1.1.17 qui caractérise
la triangularité d’un idéal de Galois en terme d’injecteur. Plus précisement, le théorème 5.1.2
de ce chapitre montre que :

– J est un idéal triangulaire ;
– l’unique injecteur de J ainsi que ses monômes initiaux de J se calculent uniquement à

partir de L,
et ce, avant tout calcul d’une base de Gröbner de J .
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Connaissant les monômes initiaux de J , nous montrerons qu’un ensemble de générateurs de
J peut être parfois être déterminé, sans calcul, à partir des polynômes obtenus par l’action des
permutations de l’injecteur L sur un ensemble de générateurs de I (voir Paragraphe 5.2.1).
Dans le paragraphe 5.2.2, le théorème 5.1.2 est appliqué à des exemples d’idéaux de Galois
pour lesquels un calcul de base de Gröbner s’impose.
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Dans toute la suite de ce chapitre, nous utiliserons les notations suivantes :
- K[x1, . . . , xn] est l’anneau des polynômes à coefficient dans le corps K en les n va-

riables algébriquement indépendantes x1, . . . , xn. Nous munirons cet anneau de l’ordre
lexicographique induit par les inégalités x1 < · · · < xn ;

- pour tout ensemble non vide E de K[x1, . . . , xn], l’idéal engendré par E est noté Id(E) ;
- f désigne un polynôme irréductible de degré n à coefficients dans le corps K et α =

(α1, . . . , αn) un n-uplet de racines de f dans un clôture algébrique de K.
- I désigne un α-idéal de Galois et Mα l’idéal des α-relations (voir Définition 1.3.1).
- L = Inj(I,Mα) l’injecteur de I dans Mα (voir Définition 1.1.25).

5.1 L’idéal Id(L.I)

Dans ce paragraphe, nous étudions l’idéal Id(L.I). Cet idéal présente l’intérêt d’être un
idéal de Galois pur (voir Théorème 5.1.2) ce qui permet d’en connaître les monômes initiaux
grâce au corollaire 1.4.20.

Rappelons la définition 3.3.10 : pour toute partie non vide L de Sn, l’injecteur de L, noté
Inj(L), est le groupe défini par Inj(L) = {σ ∈ Sn | σL = L} =

⋂
π∈L L.π−1 .

Remarque 5.1.1. En rapprochant l’égalité (1.4.5) et l’égalité ci-dessus, nous pouvons remar-
quer que le groupe de décomposition de I est l’injecteur de L−1 :

Dec(I) = Inj(L−1) .

Le calcul des groupes Dec(I) et Inj(L) peuvent se faire uniquement à partir de l’injecteur
L avec un même algorithme de backtrack search (voir [17] ou [60]).

Théorème 5.1.2. L’idéal Id(L.I) est un idéal de Galois pur d’injecteur le groupe Inj(L).

De plus, si L = Galk(α) Dec(I), l’idéal Id(L.I) est le plus petit α-idéal de Galois pur
contenant I et Inj(L) est le plus grand groupe inclus dans L contenant Galk(α).

Démonstration. D’après le corollaire 1.4.12, Id(L.I) est un idéal de Galois. Puisque L est
l’injecteur Inj(I, Mα), l’idéal Id(L.I) est inclus dans Mα et est donc un α-idéal de Galois.
L’injecteur Inj(Id(L.I),Mα) s’écrit :

Inj(Id(L.I),Mα) = {σ ∈ Sn | σL.I ⊂Mα}
= {σ ∈ Sn | σL ⊂ L}, par définition de L,
= Inj(L), par définition de Inj(L).

Pour la seconde assertion. Soit J un α-idéal de Galois pur contenant I et notons H l’injecteur
de J dans Mα. Nous avons I ⊆ J ⊆ Mα et, par suite, L ⊇ H ⊇ Galk(α). Des égalités
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L = L Dec(I) et L = Galk(α) Dec(I), il vient alors L = H Dec(I), puis H L = L car
la permutation identité appartient à L (I est un α-idéal de Galois). Le groupe H est donc un
sous-groupe de Inj(L). Ceci montre l’inclusion Id(L.I) ⊆ J .

L’injecteur Inj(L) de Id(L.I) étant un groupe, le corollaire 1.4.20 montre que l’idéal
Id(L.I) est triangulaire et que les monômes initiaux d’un ensemble triangulaire de généra-
teurs de Id(L.I) se calculent uniquement à partir de Inj(L) et donc de L.

Remarque 5.1.3. Une décomposition de I en idéaux de Galois purs (donc triangulaires) s’écrit :

I =
⋂
τ∈T

τ . Id(L.I) , (5.1.1)

où T est une partie de L telle que L =
∑

τ∈T Inj(L) τ .
(L’existence de T provient de l’égalité Inj(L) L = L et cette assertion est alors une consé-

quence de l’égalité Id(Inj(L) τ .α) = τ . Id(Inj(L) .α) vérifiée pour tout τ ∈ Sn.)

5.2 Applications aux idéaux de rupture
Dans ce paragraphe, nous appliquons le théorème 5.1.2 aux idéaux induits des idéaux de

rupture (voir Définitions 4.1.3 et 4.1.7).
Rappelons que le théorème 4.2.15 du chapitre 4 montre que l’injecteur de I dans l’idéal

des relationsMα s’écrit
L = GalK(α) Dec(I1) , (5.2.1)

avec Dec(I1) = S1,DegRuptRed(f) (voir Remarque 4.1.6).

5.2.1 Idéaux de rupture en degré 9
Dans ce paragraphe, nous appliquons le théorème 5.1.2 aux idéaux induits des idéaux de

rupture de polynôme de degré 9 afin de savoir s’il est possible d’obtenir, sans calcul, un en-
semble triangulaire de générateurs de l’idéal de Galois pur Id(L.I).

Considérons un groupe G ∈ Transitif(9). Quitte à conjuguer ce groupe par une per-
mutation de S9, nous supposerons que les orbites de {1, . . . , n} sous l’action de FixG({1})
sont ordonnées par cardinalité croissante. Soit f un polynôme dont une représentation symé-
trique du groupe de Galois est G.

Les degrés des facteurs de rupture de f ne dépendant que de G, cette liste peut être calculée
à partir de G (voir Chapitre 2). Notons G un ensemble triangulaire de générateurs de l’idéal I
induit de l’idéal de rupture de f construit en appliquant le corollaire 1.4.20. Par construction,
nous connaissons les variables qui interviennent dans chacun des polynômes de G ainsi que
leurs degrés à l’exception de celui de x1 dans les n− 1 derniers polynômes.
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Un injecteur L de I peut alors être déterminé grâce à l’égalité (5.2.1). À partir de L, nous
pouvons calculer le groupe Inj(L) en utilisant la définition de ce groupe ou le théorème 5.1.2
(car, ici, Inj(L) est le plus grand sous-groupe de L contenant G).

À partir de l’injecteur Inj(L) de l’idéal Id(L.I), nous pouvons connaître les monômes ini-
tiaux d’un ensemble triangulaire engendrant l’idéal Id(L.I) grâce au corollaire 1.4.20.

Nous pouvons maintenant rechercher dans l’ensemble L.G un ensemble triangulaire dont
les monômes initiaux coïncident avec ceux qui sont attendus pour l’idéal Id(L.I) : si un tel en-
semble triangulaire existe, nous saurons alors qu’un ensemble triangulaire engendrant Id(L.I)
est contenu dans l’ensemble L.G et nous pourrons aussi savoir comment obtenir cet ensemble
triangulaire.

Une spécificité des sous-groupes de S9 réside dans le fait que la donnée de la liste des
degrés de rupture DegRupture(f) d’un polynôme irréductible de degré 9 suffit pour déter-
miner le S9-conjugué dans Transitif(9) du groupe Inj(L).

Les tables 5.1 ci-dessous rassemblent, en fonction de DegRupture(f) des polynômes f
de degré 9, les informations suivantes :

– le cardinal de V (I) de tout idéal de rupture I de f ;
– le S9-conjugué 9Ti ∈ Transitif(9) du groupe Inj(L) où L désigne l’un des injecteurs

quelconque de I ;
– le cardinal du groupe Inj(L) qui est aussi le cardinal de la variété de l’idéal de Galois

pur Id(L.I) ;
La dernière colonne indique si l’ensemble des polynômes L.G contient un ensemble trian-
gulaire de générateurs de l’idéal Id(L.I) (autrement dit, si une base de Gröbner de Id(L.I)
s’obtient sans calcul). Remarquons qu’il est parfois nécessaire de changer d’injecteur pour
obtenir un telle base de Gröbner.

Lorsque DegRupture(f) suffit pour savoir si l’idéal de rupture est un idéal de Galois
pur, la ligne correspondante de la table 5.1 a été omise (le théorème 5.1.2 est inutile pour ce
type d’idéaux). Remarquons que, dans le cas particulier du degré 9, un idéal de rupture n’est
pas pur si et seulement si DegRupture(f) apparaît dans la première colonne de cette table.

Remarque 5.2.1. Les résultats du chapitre 4 permettent de déterminer des classes de conjugai-
son de sous-groupes transitifs de Sn dont l’une est constituée des groupes de Galois des V (I).
Dans chacune de ces classes, sont recherchés un groupe et une permutation de ce groupe afin
d’obtenir, sans calcul et par action sur G, un ou plusieurs polynômes d’un ensemble triangu-
laire de générateurs d’un idéal de Galois contenant I . Dans certain cas, il est même possible de
construire dans sa totalité l’ensemble triangulaire cherché. Lorsque cette situation se présente,
la recherche des permutations permettant d’obtenir un ensemble de générateurs de Id(L.I)
est facilitée par l’emploi des injecteurs de I car plusieurs groupes sont inclus dans un même
injecteur.
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DegRupture(f) Card(V (I)) Inj(L) Card(Inj(L)) = L.G contient une
Card(V (Id(L.I))) base de Gröbner de Id(L.I) ?

13, 23 72 9T4 18 oui
13, 32 81 9T17 27 oui
13, 6 6480 9T20 162 oui
1, 24 144 9T3 18 oui
1, 24 144 9T5 18 non
1, 22, 4 864 9T8 36 non
1, 2, 6 12960 9T31 1296 oui
1, 42 5184 9T16 72 oui

TAB. 5.1 – Application aux idéaux de rupture de degré 9

5.2.2 Exemples nécessitants un calcul de base de Gröbner
Exemple 5.2.2. Ce premier exemple reprend le cas B du paragraphe 4.5.6. Il s’agit d’une
situation où l’injecteur d’un idéal de Galois est connu mais où l’ensemble L.G ne contient
pas un ensemble triangulaire engendrant l’idéal Id(L.I). Ce cas peut être traité grâce à la
généralisation de l’algorithme GaloisIdéal présenté dans [71] qui permet d’appliquer cet
algorithme aux cas des idéaux de Galois dont l’injecteur n’est pas un groupe. Le théorème 5.1.2
fournit ici une alternative à cet algorithme. Soit f le polynôme de Q[x] défini par :

f = x8 − 3x7 − 8x6 + 24x5 + 9x4 − 34x3 − 4x2 + 11x− 1 .

Notons G l’ensemble triangulaire engendrant l’idéal I induit de l’idéal de rupture de de f .
Calculons l’ensemble G à l’aide de la fonction Ideal_Induit_Ideal_Rupturedu para-
graphe 4.1.1, nous obtenons :

[
x1^8 - 3*x1^7 - 8*x1^6 + 24*x1^5 + 9*x1^4 - 34*x1^3 - 4*x1^2 + 11*x1 - 1,
x2 - 15*x1^7 + 58*x1^6 + 69*x1^5 - 418*x1^4 + 233*x1^3 + 296*x1^2 - 201*x1 + 16,
x3^3 + 13/2*x3^2*x1^7 - 51/2*x3^2*x1^6 - 57/2*x3^2*x1^5 + 183*x3^2*x1^4 - 111*x3^2*x1^3
- 249/2*x3^2*x1^2 + 189/2*x3^2*x1 - 21/2*x3^2 - 8*x3*x1^7 + 32*x3*x1^6 + 33*x3*x1^5
- 229*x3*x1^4 + 152*x3*x1^3 + 151*x3*x1^2 - 131*x3*x1 + 11*x3 + 3/2*x1^6 - 5*x1^5
- 19/2*x1^4 + 73/2*x1^3 - 9/2*x1^2 - 30*x1 + 11/2,
x4^2 + x4*x3 + 13/2*x4*x1^7 - 51/2*x4*x1^6 - 57/2*x4*x1^5 + 183*x4*x1^4 - 111*x4*x1^3
- 249/2*x4*x1^2 + 189/2*x4*x1 - 21/2*x4 + x3^2 + 13/2*x3*x1^7 - 51/2*x3*x1^6 - 57/2*x3*x1^5
+ 183*x3*x1^4 - 111*x3*x1^3 - 249/2*x3*x1^2 + 189/2*x3*x1 - 21/2*x3 - 8*x1^7 + 32*x1^6
+ 33*x1^5 - 229*x1^4 + 152*x1^3 + 151*x1^2 - 131*x1 + 11,
x5 + x4 + x3 + 13/2*x1^7 - 51/2*x1^6 - 57/2*x1^5 + 183*x1^4 - 111*x1^3 - 249/2*x1^2 + 189/2*x1 - 21/2,
x6^3 + 17/2*x6^2*x1^7 - 65/2*x6^2*x1^6 - 81/2*x6^2*x1^5 + 235*x6^2*x1^4 - 122*x6^2*x1^3
- 343/2*x6^2*x1^2 + 215/2*x6^2*x1 - 17/2*x6^2 - 29*x6*x1^7 + 112*x6*x1^6 + 135*x6*x1^5
- 810*x6*x1^4 + 438*x6*x1^3 + 590*x6*x1^2 - 378*x6*x1 + 22*x6 + 6*x1^7 - 49/2*x1^6
- 23*x1^5 + 349/2*x1^4 - 253/2*x1^3 - 215/2*x1^2 + 106*x1 - 33/2,
x7^2 + x7*x6 + 17/2*x7*x1^7 - 65/2*x7*x1^6 - 81/2*x7*x1^5 + 235*x7*x1^4 - 122*x7*x1^3
- 343/2*x7*x1^2 + 215/2*x7*x1 - 17/2*x7 + x6^2 + 17/2*x6*x1^7 - 65/2*x6*x1^6 - 81/2*x6*x1^5
+ 235*x6*x1^4 - 122*x6*x1^3 - 343/2*x6*x1^2 + 215/2*x6*x1 - 17/2*x6 - 29*x1^7 + 112*x1^6
+ 135*x1^5 - 810*x1^4 + 438*x1^3 + 590*x1^2 - 378*x1 + 22,
x8 + x7 + x6 + 17/2*x1^7 - 65/2*x1^6 - 81/2*x1^5 + 235*x1^4 - 122*x1^3 - 343/2*x1^2 + 215/2*x1 - 17/2
]
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Les degrés initiaux de l’idéal I sont [8, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1].
Au Paragraphe 4.5.6 nous avons vu que l’un des injecteurs L de I s’écrit Inj(L) Dec(I),

où Dec(I) est le produit direct S{1}×S{2}×S{4,5,6}×S{7,8,9} et Inj(L) le S8-conjugué G12 de
8T12 engendré par les permutations (1, 4, 2, 8)(3, 5, 7, 6) et (1, 6, 3)(2, 5, 7).

Un ensemble triangulaire de générateurs de l’idéal Id(L.I) s’obtient alors en calculant une
base de Gröbner de l’ensemble L.G. D’après le théorème 5.1.2, cet idéal est un idéal de Galois
pur d’injecteur le groupe Inj(L) = G12 et d’après le corollaire 1.4.20, les degrés initiaux d’un
idéal des relations de f sont [8, 1, 3, 1, 1, 1, 1, 1]. Il s’agit donc d’un idéal des relations de f
puisque son injecteur Inj(L) est une représentation symétrique de Galk(f). Ce calcul donne
l’idéal des relations de f engendré par les polynômes suivants.
[
x1^8 - 3*x1^7 - 8*x1^6 + 24*x1^5 + 9*x1^4 - 34*x1^3 - 4*x1^2 + 11*x1 - 1,
x2 - 15*x1^7 + 58*x1^6 + 69*x1^5 - 418*x1^4 + 233*x1^3 + 296*x1^2 - 201*x1 + 16,
x3^3 + 13/2*x3^2*x1^7 - 51/2*x3^2*x1^6 - 57/2*x3^2*x1^5 + 183*x3^2*x1^4 - 111*x3^2*x1^3
- 249/2*x3^2*x1^2 + 189/2*x3^2*x1 - 21/2*x3^2 - 8*x3*x1^7 + 32*x3*x1^6 + 33*x3*x1^5
- 229*x3*x1^4 + 152*x3*x1^3 + 151*x3*x1^2 - 131*x3*x1 + 11*x3 + 3/2*x1^6 - 5*x1^5 - 19/2*x1^4
+ 73/2*x1^3 - 9/2*x1^2 - 30*x1 + 11/2,
x4 + 15/2*x3^2*x1^7 - 59/2*x3^2*x1^6 - 69/2*x3^2*x1^5 + 213*x3^2*x1^4 - 117*x3^2*x1^3
- 309/2*x3^2*x1^2 + 199/2*x3^2*x1 - 13/2*x3^2 + 3/2*x3*x1^7 - 13/2*x3*x1^6 - 11/2*x3*x1^5
+ 46*x3*x1^4 - 34*x3*x1^3 - 57/2*x3*x1^2 + 55/2*x3*x1 - 7/2*x3 - 8*x1^7 + 61/2*x1^6 + 39*x1^5
- 443/2*x1^4 + 215/2*x1^3 + 335/2*x1^2 - 91*x1 + 7/2,
x5 - 15/2*x3^2*x1^7 + 59/2*x3^2*x1^6 + 69/2*x3^2*x1^5 - 213*x3^2*x1^4 + 117*x3^2*x1^3
+ 309/2*x3^2*x1^2 - 199/2*x3^2*x1 + 13/2*x3^2 - 3/2*x3*x1^7 + 13/2*x3*x1^6 + 11/2*x3*x1^5
- 46*x3*x1^4 + 34*x3*x1^3 + 57/2*x3*x1^2 - 55/2*x3*x1 + 9/2*x3 + 29/2*x1^7 - 56*x1^6
- 135/2*x1^5 + 809/2*x1^4 - 437/2*x1^3 - 292*x1^2 + 371/2*x1 - 14,
x6 - 7*x3^2*x1^7 + 57/2*x3^2*x1^6 + 32*x3^2*x1^5 - 411/2*x3^2*x1^4 + 225/2*x3^2*x1^3
+ 303/2*x3^2*x1^2 - 95*x3^2*x1 + 9/2*x3^2 + 11/2*x3*x1^7 - 20*x3*x1^6 - 53/2*x3*x1^5
+ 291/2*x3*x1^4 - 149/2*x3*x1^3 - 107*x3*x1^2 + 133/2*x3*x1 - 3*x3 + 25/2*x1^7 - 48*x1^6
- 119/2*x1^5 + 695/2*x1^4 - 359/2*x1^3 - 257*x1^2 + 311/2*x1 - 7,
x7 + 11/2*x3^2*x1^7 - 47/2*x3^2*x1^6 - 49/2*x3^2*x1^5 + 169*x3^2*x1^4 - 95*x3^2*x1^3
- 251/2*x3^2*x1^2 + 159/2*x3^2*x1 - 7/2*x3^2 - 15/2*x3*x1^7 + 27*x3*x1^6 + 73/2*x3*x1^5
- 393/2*x3*x1^4 + 197/2*x3*x1^3 + 145*x3*x1^2 - 175/2*x3*x1 + 3*x3 - 2*x1^7 + 8*x1^6 + 9*x1^5
- 58*x1^4 + 33*x1^3 + 44*x1^2 - 29*x1 - 1,
x8 + 3/2*x3^2*x1^7 - 5*x3^2*x1^6 - 15/2*x3^2*x1^5 + 73/2*x3^2*x1^4 - 35/2*x3^2*x1^3 - 26*x3^2*x1^2
+ 31/2*x3^2*x1 - x3^2 + 2*x3*x1^7 - 7*x3*x1^6 - 10*x3*x1^5 + 51*x3*x1^4 - 24*x3*x1^3 - 38*x3*x1^2
+ 21*x3*x1 - 2*x1^7 + 15/2*x1^6 + 10*x1^5 - 109/2*x1^4 + 49/2*x1^3 + 83/2*x1^2 - 19*x1 - 1/2
]

Exemple 5.2.3. Nous allons dans cet exemple, utiliser le théorème 5.1.2 pour obtenir un idéal
de Galois pur d’un polynôme de groupe de Galois connu. Considérons le polynôme de groupe
de Galois 12T192 extrait de la base de données GALPOLS de MAGMA (voir [13]) :

f(x) = x12 − 6x10 + x8 + 36x6 − 30x4 − 28x2 + 18 .

Notons G l’ensemble triangulaire des générateurs de I induit de l’idéal de rupture de f . La
liste des degrés de rupture de ce polynôme est DegRupture(f) = [1, 1, 2, 8] et la liste des
degrés initiaux de cet idéal est L(I) = [12, 1, 2, 1, 8, 7, . . . , 2, 1].

Déterminons maintenant un injecteur de cet idéal. La liste des degrés de rupture de f étant
distincts, d’après la remarque 4.2.25, il n’existe qu’une classe de S1,2,8-conjugaison de 12T192

associée à l’idéal (voir Définition 4.2.19) et tout groupe de cet classe est associé à l’idéal
(voir Définition 4.2.18). Soit G l’un des conjugués de 12T192 appartenant à A(S1,2,8) (voir
Remarque 4.2.2). D’après le théorème 4.2.16, un injecteur de I est l’ensemble de permutation

L = GS1,2,8 = {σ′σ | σ′ ∈ G, σ ∈ S1,2,8} .



142 5.2 Applications aux idéaux de rupture

Le calcul de la base de Gröbner de l’idéal Id(L.I) retourne l’ensemble triangulaire de gé-
nérateurs de Id(L.I) ci-dessous.

[x12
1 − 6x10

1 + x8
1 + 36x6

1 − 30x4
1 − 28x2

1 + 18,
x2 + x1,
x2

3 + x2
1 − 2,

x4 + x3,
x8

5 − 4x6
5 + x4

5x
4
1 − 2x4

5x
2
1 − 7x4

5 − 2x2
5x

4
1 + 4x2

5x
2
1 + 22x2

5 + x8
1 − 4x6

1 − 7x4
1 + 22x2

1 + 14,
x4

6 − 2x2
6 + x4

5 − 2x2
5 + x4

1 − 2x2
1 − 11,

x7 + x6,
x2

8 + x2
5 − 2,

x9 + x8,
x2

10 + x2
6 − 2,

x11 + x10,
x12 + x5 ].

Nous savons donc, a priori, que l’idéal de Galois Id(L.I) est un idéal de Galois pur d’injec-
teur Inj(L). Le calcul de Inj(L), à partir de L, permet de déterminer un ensemble de générateurs
du groupe de décomposition de Id(L.I) qui est aussi son unique injecteur :

〈(1, 3, 2, 4) ; (3, 4) ; (1, 5, 10)(2, 9, 6)(3, 11, 8)(4, 7, 12) ; (5, 10)(6, 9)(7, 12)(8, 11)〉 .

Remarquons que ce groupe est un Sn-conjugué de 12T250.
Comparons, pour finir, les listes des degrés initiaux de I et de Id(L.I) :

Degrés initiaux de I [12, 1, 2, 1, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1]
Degrés initiaux de Id(L.I) [12, 1, 2, 1, 8, 4, 1, 2, 1, 2, 1, 1] .



Chapitre 6

Relations entre les racines de polynômes
réductibles

Ce chapitre porte sur le calcul d’un corps de décomposition, ou plus exactement un idéal
des relations, d’un polynôme f réductible et séparable à coefficients dans un corps calculable
K.

Dans ce chapitre, nous montrons qu’à partir d’idéaux de Galois de chacun des facteurs de
f un idéal de Galois I de f peut facilement être construit. Pour calculer un corps de décom-
position de f en utilisant l’algorithme GaloisIdéal(voir Paragraphe 1.5), l’idéal I peut
constituer la première entrée de cet algorithme mais un injecteur de I , deuxième entrée de cet
algorithme, doit être déterminée. Si des injecteurs de chacun des idéaux de Galois des facteurs
de f sont connus, nous pourrons obtenir un injecteur de I grâce au théorème 6.1.2 de ce cha-
pitre. Ce théorème permet aussi d’appliquer les résultats du chapitre 4 à un idéal de Galois
contenant un idéal de rupture de f . Plus précisement, si nous construisons un idéal de Galois
pour chaque facteurs de f sur un de ces corps de rupture ainsi qu’un injecteur pour chacun
d’entre eux, le théorème 6.1.2 nous permettra d’obtenir un idéal de Galois I de f ainsi qu’un
de ces injecteurs. Nous pourrons alors appliquer les techniques du chapitre 4 à l’idéal induit
de I (voir Définition 4.1.7).

Les résultats de ce chapitre, issus d’un travail collaboratif réalisé avec G. Renault et A. Va-
libouze, font l’objet de l’article [53].
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Dans toute la suite de ce chapitre, nous conviendrons que la donnée d’un idéal de Galois
consiste en celle d’une base de Gröbner et de l’un de ses injecteurs.

6.1 Idéaux de Galois de polynômes réductibles
Conformément aux notations du chapitre 1, nous noterons K̄ une clôture algébrique du

corps K et α = (α1, . . . , αn) ∈ K̄n un n-uplet des racines distinctes du polynôme f .

Soient A = K[x1, . . . , xn] et L une partie non vide de Sn. Notons I l’idéal de Galois
I = IdA(L.α) (voir Notation 1.4.23) et rappelons que la partie de Sn définie par

Inj(I, Mα) = {σ ∈ Sn | σ.I ⊂Mα} ,

où σ.I = {R(xσ(1), . . . , xσ(n)) ∈ A | R ∈ I}, est appelée l’injecteur de I dans Mα ou encore
l’injecteur de I relatif à α et est notée Inj(I, α).

Nous dirons que l’idéal I est l’α-idéal de Galois d’injecteur Inj(I, α) relatif à α.

Supposons, dans cette partie, que le polynôme f se factorise sur K en deux polynômes g
et h de degrés respectifs m et p = n − m. Ordonnons le n-uplet α des racines de f de telle
sorte que β = (α1, . . . , αm) soit un m-uplet des racines de g et que γ = (αm+1, . . . , αn) soit
un p-uplet des racines de h.

Posons B = K[x1, . . . , xm] et C = K[xm+1, . . . , xn] et munissons les anneaux A, B et C
de l’ordre lexicographique induit par

x1 < x2 < . . . < xm < xm+1 < . . . < xn .

Dans la suite de ce chapitre, les bases de Gröbner considérées le seront toujours relativement
à cet ordre.

Nous avons le résultat bien connu suivant :

Lemme 6.1.1. GalK(α) ⊂ GalK(β)× GalK(γ).

Dans cette partie, nous allons démontrer le résultat plus général suivant :

Théorème 6.1.2. Soient G une partie de Sm et H une partie de Sp. Si G (resp. H) est l’injec-
teur de l’idéal IdB(G.β) (resp. IdC(H.γ)) relativement à β (resp. γ) alors l’α-idéal de Galois
IdA((G×H).α) possède G×H comme injecteur relatif à α et il vérifie :

IdA((G×H).α) = IdB(G.β)A+ IdC(H.γ)A . (6.1.1)

De plus, si G1 et G2 sont des bases de Gröbner respectives des idéaux IdB(G.β) et IdC(H.γ),
alors G = G1 ∪ G2 est une base de Gröbner de l’idéal IdA((G×H).α).
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Démonstration. Posons I1 = IdB(G.β), I2 = IdC(H.γ) et J = I1A + I2A. Montrons que
J = IdA((G×H).α).

Puisque G (resp. H) est l’injecteur de I1 (resp. I2) relatif à β (resp. γ), nous avons, d’après
l’égalité (1.4.1),

V (I1) = G.β = {(βσ(1), . . . , βσ(m)) | σ ∈ G}, (resp. V (I2) = H.γ).

Donc V (I1A) = {(ασ(1), . . . , ασ(m), u1, . . . , up) | σ ∈ G, ui ∈ K̄} et V (I2A) =
{(v1, . . . , vm, ατ(m+1), . . . , ατ(n)) | τ ∈ H, vi ∈ K̄}. Ainsi,

V (J) = V (I1A+ I2A) = V (I1A) ∩ V (I2A) = (G×H).α . (6.1.2)

Le radical de l’idéal J est donc l’idéal de Galois IdA((G × H).α) qui, d’après les identités
(1.4.2) et (6.1.2), possède G × H comme injecteur relatif à α. Il reste donc à démontrer que
l’idéal J , de dimension 0, est radical.
D’après le théorème 1.4.3, les idéaux de Galois I1 et I2 vérifient le critère de Seidenberg dans,
respectivement, B et C. Ainsi, pour tout entier i dans [[1,m]] (resp. [[m + 1, n]]), il existe un
polynôme séparable gi(xi) dans I1 (resp. I2) et donc dans J . Ainsi, l’idéal J vérifie le critère
de Seidenberg.

Montrons que G1 ∪ G2 est une base de Gröbner de J . Rappelons que, puisque G1 est une
base de Gröbner de I1, idéal radical, nous avons :

Dim(B/I1) = Card(V (I1)) = Card({xa ∈ B | a 6∈ In(G1) + Nm}) , (6.1.3)

où xa = xa1
1 xa2

2 . . . xam
m et In(G1) est l’ensemble des exposants des monômes initiaux (pour

l’ordre lexicographique) de G1. Il en va de même pour I2 et de toute base de Gröbner de J .
De plus, d’après l’égalité (1.4.2), nous avons Card(G) = Card(V (I1)), de même pour I2 et
H , ainsi que pour J et G×H . D’après l’égalité (6.1.3), il vient alors :

Card(G×H) = Card(G) Card(H) = Card({xa ∈ A | a 6∈ In(G1 ∪ G2) + Nn}) .

Si G1∪G2, qui engendre J , n’était pas une base de Gröbner de J , nous aurions nécessairement
la contradiction :

Card(G×H) = Card({xa ∈ A | a 6∈ In(G1 ∪ G2) + Nn})
> Dim(A/J) = Card(V (J)) = Card(G×H) .

Par conséquent, G1 ∪ G2 est une base de Gröbner de J .

D’après ce théorème, des idéaux de Galois de chacun des facteurs du polynôme f , se déduit
un idéal de Galois I de f vérifiant :

Card(GalK(β)) Card(GalK(γ)) ≤ Card(V (I)) ≤ m! p! .
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À partir de cet idéal, pourra être construit l’idéal maximal Mα.
Rappelons la définition 1.1.11 : Un sous-ensemble T de K[x1, . . . , xn] est dit triangulaire

si T est constitué de n polynômes f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, x2, . . . , xn) tels que le plus
grand monôme de fi pour l’ordre lexicographique soit de la forme xdi

i où di ∈ N∗.
Par ailleurs, un ensemble triangulaire de générateurs d’un idéal de K[x1, . . . , xn] constitue

une base de Gröbner de cet idéal (voir Proposition 1.1.12).

Remarque 6.1.3.
– Par induction, le théorème 6.1.2 se généralise au cas où f se factorise en plus de deux

facteurs.
– Lorsque G1 et G2 sont des ensembles triangulaires, l’union G1∪G2 l’est également car les

monômes initiaux sont premiers deux à deux ; elle constitue donc une base de Gröbner
de l’idéal J .

– Le théorème 6.1.2 généralise le résultat d’A. Colin qui établit l’identité (6.1.1) lorsque
G = GalK(β), H = GalK(γ) et G×H = GalK(α) (voir [20]).

Nous présentons maintenant quelques exemples.

6.2 Exemples
Le lemme suivant est utilisé dans les exemples de ce paragraphe ; nous l’utilisons sans y

faire référence.

Lemme 6.2.1. Si g et h sont K-irréductibles alors les GalK(α)-orbites de {1, . . . , n} sont
{1, 2, . . . , m} et {m + 1,m + 2, . . . , n}.
Démonstration. Les racines α1, α2, . . . , αm du polynôme g sont les ασ(i) où σ parcourt GalK(α)
puisque g est irréductible sur K. Donc {1, 2, . . . , m} est l’orbite de 1 sous l’action GalK(α).
De même {m + 1,m + 2, . . . , n} est l’orbite de m + 1 sous l’action GalK(α).

Exemple 6.2.2. Posons m = 5 et p = 2.
Supposons que GalK(β) soit le groupe cyclique C5 = 〈(1, 3, 2, 4, 5)〉 et que GalK(γ) soit

le groupe S2. Comme le groupe C5 × S2 n’a pas de sous-groupe propre dont l’action sur
{1, 2, . . . , 7} ait une orbite de longueur 5(=deg(g)) et une de longueur 2 (=deg(h)), nous avons
nécessairement GalK(α) = C5 × S2.

Exemple 6.2.3. Posons m = 5 et p = 2. Supposons que GalK(β) soit le groupe diédral
D5 = 〈σ = (1, 5, 2, 3, 4), τ = (1, 3)(2, 5)〉 et que GalK(γ) = S2. Le seul sous-groupe propre
de D5 × S2 ayant une orbite de longueur 5 et une de longueur 2 est G2 = 〈σ, τ(6, 7)〉. Le
groupe de Galois GalK(α) est donc ou bien D5 × S2 ou bien G2.
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Exemple 6.2.4. Ici m = 5 et p = 2. Considérons les trois polynômes Q-irréductibles g =
x5 − x4 − 4x3 + 3x2 + 3x− 1 et h = x2 + 1 et f = g.h. L’ensemble

T1 = { x5
1 − x4

1 − 4x3
1 + 3x2

1 + 3x1 − 1,

x2 + x2
1 − 2,

x3 − x3
1 + 3x1,

x4 − x4
1 + x3

1 + 3x2
1 − 2x1 − 1,

x5 + x4
1 − 4x2

1 + 2}
engendre l’idéal IdB(β) des β-relations d’injecteur le groupe cyclique C5 = GalQ(β). L’en-
semble T2 = {x2

6 + 1, x7 + x6} engendre l’idéal IdC(γ) des γ-relations d’injecteur le groupe
symétrique S2 = GalQ(γ). L’ensemble triangulaire T1 se calcule rapidement en factorisant
le polynôme g dans son corps de rupture de degré 5. D’après le théorème 6.1.2 appliqué à
G = C5 et H = S2, l’idéal I de A engendré par T1 ∪ T2 est l’α-idéal de Galois d’injecteur
C5 × S2. Comme, d’après l’exemple 6.2.2, C5 × S2 est le groupe de Galois GalQ(α), l’idéal I
est l’idéal des α-relationsM.

Exemple 6.2.5. Ici m = 5 et p = 2.
Soient les polynômes Q irréductibles g = x5 − 2x4 + 2x3 − x2 + 1 et h = x2 + 1 et f = g.h.
Nous procédons de même que pour l’exemple précédent. L’ensemble triangulaire

T1 = { x5
1 − 2x4

1 + 2x3
1 − x2

1 + 1,

x2
2 + (−x4

1 + x3
1 − x2

1 + x1 − 1)x2 − x1 + 1,

x3 + x2 − x4
1 + x3

1 − x2
1 + x1 − 1,

x4 − x2x
4
1 + 2x2x

3
1 − 2x2x

2
1 + x2x1 + x4

1 − 2x3
1 + 2x2

1 − x1,

x5 + x4 + x4
1 − x3

1 + x2
1 − 1}

engendre l’idéal I1 des β-relations d’injecteur le groupe diédral D5 = GalQ(β) et l’ensemble
T2 = {x2

6 + 1, x7 + x6} engendre l’idéal I2 des γ-relations d’ injecteur le groupe S2. D’après
le théorème 6.1.2, l’idéal I engendré par T1 ∪ T2 est l’α-idéal de Galois d’injecteur D5 × S2.

Montrons comment, à partir de l’idéal I , l’algorithme GaloisIdéal calcule l’idéal des
α-relations. Le groupe de Galois de α surQ est ou bien G1 = D5×S2 ou bien son sous-groupe
G2 = 〈σ, τ(6, 7)〉 (voir Exemple 6.2.3). Le polynôme Θ donné ci-dessous vérifie G2 = {σ ∈
G1 | σ.Θ = Θ} :

Θ = x2
1x2x6 + x2

1x3x7 + x1x
2
2x7 + x1x

2
3x6 + x2

2x4x6

+x2x
2
4x7 + x2

3x5x7 + x3x
2
5x6 + x2

4x5x6 + x4x
2
5x7.

Nous avons G1 = G2 + τG2 ; le polynôme R = (x − Θ(α))(x − τ.Θ(α)) s’appelle
une résolvante G1-relative de α par Θ. Si cette résolvante possède un facteur linéaire simple
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sur Q alors le groupe de Galois de α sur K est contenu dans G2 (ce résultat est ancien ;
par exemple, dans [64], l’auteur l’utilise pour déterminer le groupe de Galois) ; il s’agit donc
de G2. L’ensemble triangulaire T1 ∪ T2 qui engendre l’idéal I est utilisé pour calculer cette
résolvante (voir [10]) :

R = x2 − 47 .

Comme le polynôme R est irréductible surQ, le groupe de Galois GalQ(α) est G1 et l’idéal
Mα est donc l’idéal I .
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

L’objectif de cette thèse était de fournir des moyens théoriques et algorithmiques pour cal-
culer efficacement des corps de décomposition.

D’un point de vue théorique, nous avons apporté de nouveaux résultats de théorie de Ga-
lois effective. L’étude que nous avons fait des idéaux de Galois nous a amené à dégager la
notion d’injecteur pour ce type d’idéaux. Cette notion, qui intervient dans tous les chapitres de
cette thèse, illustre bien cet apport théorique.

D’un point de vue algorithmique, nos résultats permettent d’améliorer des algorithmes
utilisés en théorie de Galois effective. En donnant une interprétation des parcours d’arbres ef-
fectués par les algorithmes de type branch and cut appliqués aux idéaux de Galois, nous avons
pu évaluer leurs complexités. Pour les idéaux de Galois purs, cette complexité est actuellement
la meilleur connue. Nos résultats permettent d’exploiter des informations, même partielles, sur
le groupe de Galois d’un polynôme dans les algorithmes de calcul d’un idéal des relations à
base de factorisation sur des extensions algébriques. Les algorithmes que nous avons élaboré
dans ce but se spécifient bien à l’étude d’un degré donné car la plus part des résultats utilisés
ont été conçus pour se prêter aux précalculs.

D’un point de vue implantation, tous nos algorithmes ont été implantés en MAGMA. Ces
implantations se sont révélés être très efficaces.

Pour le calcul d’un idéal des relation, nos résultats permettent d’exploiter la donnée d’in-
formations sur le groupe de Galois d’un polynôme à toutes les étapes du calcul d’un corps de
décomposition par factorisations successives. Il reste toutefois à définir et à mettre en œuvre
une stratégie pour exploiter efficacement ces informations au fur et à mesure des factorisations.

Pour les calculs dans des corps de décomposition, nous disposons d’idéaux des relations
et des représentations symétriques des groupes de Galois correspondantes. Un ensemble trian-
gulaire de générateurs d’un idéal des relations se prête au calcul car c’est une base de Gröbner



152

de cet idéal. D’un point de vue théorique, la donnée de la représentation du groupe de Galois
d’un polynôme permet d’avoir une représentation explicite de son action les racines du poly-
nôme. On peut alors se demander comment exploiter judicieusement cette représentation pour
effectuer efficacement des calculs avec un idéal des relations.



Annexe A

Tables de rupture

Table de rupture en degré 3
D(G) S(G) G | G | L(G)
[13] (1T1)3 3T+∗

1 3! / 2 [3, 12]
[2, 1] 1T1, 2T1 3T ∗2 3! [3, 2, 1]
G : Groupes de Galois, D(G) : degrés de rupture, S(G) : g. de Galois des facteurs de rupture,L(G) : deg. initiaux d’un idéal des relations

Table de rupture en degré 4
D(G) S(G) G | G | L(G)
[14] (1T1)4 4T ∗1 4 [4, 13]

[14] (1T1)4 4T+∗
2 4 [4, 13]

[2, 12] (1T1)2, 2T1 4T ∗3 8 [4, 2, 12]

[3, 1] 1T1, 3T+∗
1 4T+∗

4 4! / 2 [4, 3, 12]
[3, 1] 1T1, 3T ∗2 4T ∗5 4! [4, 3, 2, 1]
G : Groupes de Galois, D(G) : degrés de rupture, S(G) : g. de Galois des facteurs de rupture,L(G) : deg. initiaux d’un idéal des relations
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Table de rupture en degré 5
D(G) S(G) G | G | L(G)
[15] (1T1)5 5T+∗

1 5 [5, 14]

[22, 1] 1T1, (2T1)2 5T+∗
2 10 [5, 2, 13]

[4, 1] 1T1, 4T ∗1 5T ∗3 20 [5, 4, 13]

[4, 1] 1T1, 4T+∗
4 5T+

4 5! / 2 [5, . . . , 3, 12]
[4, 1] 1T1, 4T ∗5 5T5 5! [5, . . . , 1]
G : Groupes de Galois, D(G) : degrés de rupture, S(G) : g. de Galois des facteurs de rupture,L(G) : deg. initiaux d’un idéal des relations

Table de rupture en degré 6
D(G) S(G) G | G | L(G)
[16] (1T1)6 6T ∗1 6 [6, 15]
[16] (1T1)6 6T ∗2 6 [6, 15]

[3, 13] (1T1)3, 3T+∗
1 6T ∗5 18 [6, 3, 14]

[22, 12] (1T1)2, (2T1)2 6T ∗3 12 [6, 2, 14]

[22, 12] (1T1)2, (2T1)2 6T+∗
4 12 [6, 2, 14]

[22, 12] (1T1)2, (2T1)2 6T ∗6 24 [6, 22, 13]
[4, 12] (1T1)2, 4T ∗1 6T ∗8 24 [6, 4, 14]

[4, 12] (1T1)2, 4T+∗
2 6T+∗

7 24 [6, 4, 14]
[4, 12] (1T1)2, 4T ∗3 6T ∗11 48 [6, 4, 2, 13]
[3, 2, 1] 1T1, 2T1, 3T ∗2 6T ∗9 36 [6, 3, 2, 13]

[3, 2, 1] 1T1, 2T1, 3T ∗2 6T+∗
10 36 [6, 3, 2, 13]

[3, 2, 1] 1T1, 2T1, 3T ∗2 6T ∗13 72 [6, 3, 22, 12]

[5, 1] 1T1, 5T+∗
2 6T+

12 60 [6, 5, 2, 13]
[5, 1] 1T1, 5T ∗3 6T14 120 [6, 5, 4, 13]

[5, 1] 1T1, 5T+
4 6T+

15 6! / 2 [6, . . . , 3, 12]
[5, 1] 1T1, 5T5 6T16 6! [6, . . . , 1]
G : Groupes de Galois, D(G) : degrés de rupture, S(G) : g. de Galois des facteurs de rupture,L(G) : deg. initiaux d’un idéal des relations

Table de rupture en degré 7
D(G) S(G) G | G | L(G)
[17] (1T1)7 7T+∗

1 7 [7, 16]
[23, 1] 1T1, (2T1)3 7T ∗2 14 [7, 2, 15]

[32, 1] 1T1, (3T+∗
1 )2 7T+∗

3 21 [7, 3, 15]
[6, 1] 1T1, 6T ∗1 7T ∗4 42 [7, 6, 15]

[6, 1] 1T1, 6T+∗
7 7T+

5 168 [7, 6, 4, 14]

[6, 1] 1T1, 6T+
15 7T+

6 7! / 2 [7, . . . , 3, 12]
[6, 1] 1T1, 6T16 7T7 7! [7, . . . , 1]
G : Groupes de Galois, D(G) : degrés de rupture, S(G) : g. de Galois des facteurs de rupture,L(G) : deg. initiaux d’un idéal des relations
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Table de rupture en degré 8
D(G) S(G) G | G | L(G)
[18] (1T1)8 8T ∗1 8 [8, 17]

[18] (1T1)8 8T+∗
2 8 [8, 17]

[18] (1T1)8 8T+∗
3 8 [8, 17]

[18] (1T1)8 8T+∗
4 8 [8, 17]

[18] (1T1)8 8T+∗
5 8 [8, 17]

[22, 14] (1T1)4, (2T1)2 8T ∗7 16 [8, 2, 16]

[22, 14] (1T1)4, (2T1)2 8T+∗
9 16 [8, 2, 16]

[22, 14] (1T1)4, (2T1)2 8T+∗
10 16 [8, 2, 16]

[22, 14] (1T1)4, (2T1)2 8T+∗
11 16 [8, 2, 16]

[4, 14] (1T1)4, 4T ∗1 8T ∗17 32 [8, 4, 16]

[4, 14] (1T1)4, 4T+∗
2 8T+∗

18 32 [8, 4, 16]
[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T ∗6 16 [8, 2, 16]
[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T ∗8 16 [8, 2, 16]
[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T ∗16 32 [8, 22, 15]

[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T+∗
20 32 [8, 22, 15]

[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T ∗21 32 [8, 22, 15]

[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T+∗
22 32 [8, 22, 15]

[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T ∗27 64 [8, 23, 14]
[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T ∗31 64 [8, 23, 14]

[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T ∗1 8T+∗
19 32 [8, 22, 15]

[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T+∗
2 8T ∗15 32 [8, 4, 16]

[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T ∗3 8T ∗26 64 [8, 4, 2, 15]
[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T ∗3 8T ∗28 64 [8, 4, 2, 15]

[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T ∗3 8T+∗
29 64 [8, 4, 2, 15]

[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T ∗3 8T ∗30 64 [8, 4, 2, 15]
[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T ∗3 8T ∗35 128 [8, 4, 22, 14]

[32, 12] (1T1)2, (3T+∗
1 )2 8T+∗

12 24 [8, 3, 16]

[32, 12] (1T1)2, (3T+∗
1 )2 8T+∗

13 24 [8, 3, 16]

[32, 12] (1T1)2, (3T+∗
1 )2 8T+∗

14 24 [8, 3, 16]

[32, 12] (1T1)2, (3T ∗2 )2 8T+∗
24 48 [8, 3, 2, 15]

[6, 12] (1T1)2, 6T ∗2 8T ∗23 48 [8, 6, 16]

[6, 12] (1T1)2, 6T+∗
4 8T+∗

32 96 [8, 6, 2, 15]
[6, 12] (1T1)2, 6T ∗6 8T ∗38 192 [8, 6, 22, 14]

[6, 12] (1T1)2, 6T+∗
7 8T+∗

39 192 [8, 6, 4, 15]
[6, 12] (1T1)2, 6T ∗8 8T ∗40 192 [8, 6, 4, 15]
[6, 12] (1T1)2, 6T ∗11 8T ∗44 384 [8, 6, 4, 2, 14]

[4, 3, 1] 1T1, 3T+∗
1 , 4T+∗

4 8T+∗
33 96 [8, 4, 3, 15]

[4, 3, 1] 1T1, 3T+∗
1 , 4T+∗

4 8T+∗
34 96 [8, 4, 3, 15]

[4, 3, 1] 1T1, 3T+∗
1 , 4T+∗

4 8T+∗
42 288 [8, 4, 32, 14]

[4, 3, 1] 1T1, 3T ∗2 , 4T ∗5 8T+∗
41 192 [8, 4, 3, 2, 14]

[4, 3, 1] 1T1, 3T ∗2 , 4T ∗5 8T+∗
45 576 [8, 4, 32, 2, 13]

[4, 3, 1] 1T1, 3T ∗2 , 4T ∗5 8T ∗46 576 [8, 4, 32, 2, 13]
[4, 3, 1] 1T1, 3T ∗2 , 4T ∗5 8T ∗47 1152 [8, 4, 32, 22, 12]

[7, 1] 1T1, 7T+∗
1 8T+∗

25 56 [8, 7, 16]

[7, 1] 1T1, 7T+∗
3 8T+∗

36 168 [8, 7, 3, 15]

[7, 1] 1T1, 7T+∗
3 8T+

37 168 [8, 7, 3, 15]
[7, 1] 1T1, 7T ∗4 8T43 336 [8, 7, 6, 15]

[7, 1] 1T1, 7T+
5 8T+

48 1344 [8, 7, 6, 4, 14]

[7, 1] 1T1, 7T+
6 8T+

49 8! / 2 [8, . . . , 3, 12]
[7, 1] 1T1, 7T7 8T50 8! [8, . . . , 1]
G : Groupes de Galois, D(G) : degrés de rupture, S(G) : g. de Galois des facteurs de rupture,L(G) : deg. initiaux d’un idéal des relations
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Table de rupture en degré 9
D(G) S(G) G | G | L(G)
[19] (1T1)9 9T+∗

1 9 [9, 18]

[19] (1T1)9 9T+∗
2 9 [9, 18]

[23, 13] (1T1)3, (2T1)3 9T ∗4 18 [9, 2, 17]

[32, 13] (1T1)3, (3T+∗
1 )2 9T+∗

6 27 [9, 3, 17]

[32, 13] (1T1)3, (3T+∗
1 )2 9T+∗

7 27 [9, 3, 17]

[32, 13] (1T1)3, (3T+∗
1 )2 9T+∗

17 81 [9, 32, 16]
[6, 13] (1T1)3, 6T ∗2 9T ∗12 54 [9, 6, 17]
[6, 13] (1T1)3, 6T ∗5 9T ∗20 162 [9, 6, 3, 16]

[24, 1] 1T1, (2T1)4 9T+∗
3 18 [9, 2, 17]

[24, 1] 1T1, (2T1)4 9T+∗
5 18 [9, 2, 17]

[4, 22, 1] 1T1, (2T1)2, 4T+∗
2 9T ∗8 36 [9, 22, 16]

[32, 2, 1] 1T1, 2T1, (3T ∗2 )2 9T ∗13 54 [9, 3, 2, 16]
[32, 2, 1] 1T1, 2T1, (3T ∗2 )2 9T ∗22 162 [9, 32, 2, 15]

[32, 2, 1] 1T1, 2T1, (3T ∗2 )2 9T+∗
25 324 [9, 32, 22, 14]

[32, 2, 1] 1T1, 2T1, (3T ∗2 )2 9T ∗28 648 [9, 32, 23, 13]

[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗1 9T+∗
10 54 [9, 6, 17]

[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗1 9T+∗
11 54 [9, 3, 2, 16]

[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗3 9T ∗18 108 [9, 6, 2, 16]

[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗5 9T+∗
21 162 [9, 32, 2, 15]

[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗9 9T ∗24 324 [9, 6, 3, 2, 15]
[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗13 9T ∗29 648 [9, 6, 3, 22, 14]

[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗13 9T+∗
30 648 [9, 6, 3, 22, 14]

[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗13 9T ∗31 1296 [9, 6, 3, 23, 13]

[42, 1] 1T1, (4T ∗1 )2 9T+∗
9 36 [9, 4, 17]

[42, 1] 1T1, (4T ∗3 )2 9T ∗16 72 [9, 4, 2, 16]
[8, 1] 1T1, 8T ∗1 9T ∗15 72 [9, 8, 17]

[8, 1] 1T1, 8T+∗
5 9T+∗

14 72 [9, 8, 17]
[8, 1] 1T1, 8T ∗8 9T ∗19 144 [9, 8, 2, 16]

[8, 1] 1T1, 8T+∗
12 9T+∗

23 216 [9, 8, 3, 16]
[8, 1] 1T1, 8T ∗23 9T ∗26 432 [9, 8, 6, 16]

[8, 1] 1T1, 8T+∗
25 9T+

27 504 [9, 8, 7, 16]

[8, 1] 1T1, 8T+∗
36 9T+

32 1512 [9, 8, 7, 3, 15]

[8, 1] 1T1, 8T+
49 9T+

33 9! / 2 [9, . . . , 3, 12]
[8, 1] 1T1, 8T50 9T34 9! [9, . . . , 1]
G : Groupes de Galois, D(G) : degrés de rupture, S(G) : g. de Galois des facteurs de rupture,L(G) : deg. initiaux d’un idéal des relations
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Table de rupture en degré 10
D(G) S(G) G | G | L(G)
[110] (1T1)10 10T ∗1 10 [10, 19]
[110] (1T1)10 10T ∗2 10 [10, 19]

[5, 15] (1T1)5, 5T+∗
1 10T ∗6 50 [10, 5, 18]

[24, 12] (1T1)2, (2T1)4 10T ∗3 20 [10, 2, 18]
[24, 12] (1T1)2, (2T1)4 10T ∗4 20 [10, 2, 18]

[24, 12] (1T1)2, (2T1)4 10T+∗
8 80 [10, 23, 16]

[24, 12] (1T1)2, (2T1)4 10T ∗14 160 [10, 24, 15]
[42, 12] (1T1)2, (4T ∗1 )2 10T ∗5 40 [10, 4, 18]

[42, 12] (1T1)2, (4T ∗3 )2 10T+∗
15 160 [10, 4, 22, 16]

[42, 12] (1T1)2, (4T ∗3 )2 10T ∗16 160 [10, 4, 22, 16]
[42, 12] (1T1)2, (4T ∗3 )2 10T ∗23 320 [10, 4, 23, 15]

[42, 12] (1T1)2, (4T+∗
4 )2 10T11 120 [10, 4, 3, 17]

[42, 12] (1T1)2, (4T+∗
4 )2 10T12 120 [10, 4, 3, 17]

[42, 12] (1T1)2, (4T ∗5 )2 10T22 240 [10, 4, 3, 2, 16]
[8, 12] (1T1)2, 8T ∗16 10T ∗25 320 [10, 8, 22, 16]

[8, 12] (1T1)2, 8T+∗
20 10T+∗

24 320 [10, 8, 22, 16]
[8, 12] (1T1)2, 8T ∗27 10T ∗29 640 [10, 8, 23, 15]

[8, 12] (1T1)2, 8T+∗
32 10T+

34 960 [10, 8, 6, 2, 16]
[8, 12] (1T1)2, 8T ∗38 10T36 1920 [10, 8, 6, 22, 15]

[8, 12] (1T1)2, 8T+∗
39 10T+

37 1920 [10, 8, 6, 4, 16]
[8, 12] (1T1)2, 8T ∗40 10T38 1920 [10, 8, 6, 4, 16]
[8, 12] (1T1)2, 8T ∗44 10T39 3840 [10, 8, 6, 4, 2, 15]

[5, 22, 1] 1T1, (2T1)2, 5T+∗
2 10T ∗9 100 [10, 5, 2, 17]

[5, 22, 1] 1T1, (2T1)2, 5T+∗
2 10T ∗10 100 [10, 5, 2, 17]

[5, 22, 1] 1T1, (2T1)2, 5T+∗
2 10T ∗21 200 [10, 5, 22, 16]

[6, 3, 1] 1T1, 3T ∗2 , 6T ∗2 10T+
7 60 [10, 6, 18]

[6, 3, 1] 1T1, 3T ∗2 , 6T ∗3 10T13 120 [10, 6, 2, 17]
[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗1 , 5T ∗3 10T ∗17 200 [10, 5, 4, 17]

[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗1 , 5T ∗3 10T+∗
18 200 [10, 5, 4, 17]

[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗1 , 5T ∗3 10T ∗19 200 [10, 5, 4, 17]
[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗1 , 5T ∗3 10T ∗20 200 [10, 5, 4, 17]
[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗1 , 5T ∗3 10T ∗27 400 [10, 5, 4, 2, 16]

[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗1 , 5T ∗3 10T+∗
28 400 [10, 5, 4, 2, 16]

[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗1 , 5T ∗3 10T ∗33 800 [10, 5, 42, 16]

[5, 4, 1] 1T1, 4T+∗
4 , 5T+

4 10T40 7200 [10, 5, 42, 32, 14]
[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗5 , 5T5 10T41 14400 [10, 5, 42, 32, 2, 13]

[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗5 , 5T5 10T+
42 14400 [10, 5, 42, 32, 2, 13]

[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗5 , 5T5 10T43 28800 [10, 5, 42, 32, 22, 12]

[9, 1] 1T1, 9T+∗
9 10T+

26 360 [10, 9, 4, 17]

[9, 1] 1T1, 9T+∗
14 10T+

31 720 [10, 9, 8, 17]
[9, 1] 1T1, 9T ∗15 10T30 720 [10, 9, 8, 17]
[9, 1] 1T1, 9T ∗16 10T32 720 [10, 9, 4, 2, 16]
[9, 1] 1T1, 9T ∗19 10T35 1440 [10, 9, 8, 2, 16]

[9, 1] 1T1, 9T+
33 10T+

44 10! / 2 [10, . . . , 3, 12]
[9, 1] 1T1, 9T34 10T45 10! [10, . . . , 1]
G : Groupes de Galois, D(G) : degrés de rupture, S(G) : g. de Galois des facteurs de rupture,L(G) : deg. initiaux d’un idéal des relations
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Annexe B

Implantation de l’algorithme EFG

Cette annexe est consacrée l’implantation en MAGMA (version 2.10) de l’algorithme EFG
du chapitre 3. Cet algorithme calcule le groupe de décomposition d’un idéal triangulaire.

Les entrée de la fonctions ci-dessous sont une permutation σ et l’ensemble des orbites
d’un sous-groupe G de Sn noté orbites. Cette fonction retourne les orbites de {1, ..., n}
sous l’action du groupe 〈G ∪ σ〉.

function NouvellesOrbites (orbites,sigma);
nvorbites := {};
while IsEmpty(orbites) eq false do
e := Random(orbites) ;
p := e join Image(sigma,e) ;
orbites := Exclude(orbites,e) ;
while not(p eq e) do
for oprime in orbites do
if not(#(p meet oprime) eq 0) then
e := e join oprime;
orbites := Exclude(orbites,oprime) ;
end if;
end for;
p := e join Image(sigma,e) ;
end while ;
nvorbites := Include(nvorbites,e) ;
end while;
return nvorbites;
end function;
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procedure TUPm(r,l,~sigma ,~S,~SP,~n,~sn);

/* Cette procédure recherche une permutation sigma dans dec(I)
de suffixe l. Si elle est trouvée, le calcul s’achève. Lors de l’appel
initial de tup, sigma doit etre initialisée à la permutation identité
(voir condition d’arrêt : sigma not eq Id). Un prétest modulaire
d’appartenance à l’idéal est utilisé. */

if r eq 0 then
sigma:= sn ! l;
else
ens:=Reverse(Sort(SetToSequence({1..n} diff Set(l))));
for a in ens do
if sigma eq Id(sn) then
ll := [a] cat l;
rho := SetToSequence({1..n} diff Set(ll)) cat ll;
if NormalForm((SP[r])^(sn! rho ,SP)) eq 0 then
if NormalForm((S[r])^(sn! rho ,S)) eq 0 then
TUPm(r-1,ll ,~sigma ,~S,~SP,~n,~sn);
end if;

end if;
end if;
end for;

end if;
end procedure;

procedure deh0ahnm(k,~G,~S,~SP,~n,~sn,~orbites);

/* Cette procédure détermine un système de générateurs du fixateur
de {k-1..n} du groupe de décomposition D de l’idéal engendré par
les polynôme de l’ensemble S en fonction d’un système de générateurs
du fixateur de {k-1..n} de D. Un prétest modulaire d’appartenance
à l’idéal est utilisé */

elt:={1..(k-1)} meet {Max(o): o in orbites};
while (not(IsEmpty(elt))) do
ak := Max(elt);
elt := elt diff {ak};
ll:= SetToSequence({1..k} diff {ak}) cat [ak] cat [(k+1)..n];
if NormalForm((SP[k])^(sn! ll) ,SP) eq 0 then
if NormalForm((S[k])^(sn! ll) ,S) eq 0 then
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sigma:= Id(sn);
TUPm (k-1,[ak] cat [(k+1)..n],~sigma ,~S,~SP,~n,~sn);
if not (sigma eq Id(sn)) then
G:=G cat [sigma];
orbites:=NouvellesOrbites(orbites,sigma);
elt:=elt meet {Max(o): o in orbites};

end if;
end if;
end if;
end while;
end procedure;

EFG:=function(S);

/* Cette fonction calcule un système de générateurs du groupe de
décomposition de l’idéal engendré par les polynômes de la liste
S; un prétest modulaire
d’appartenance à l’idéal y est ajouté */

n:=Rank(Parent (S[1]));
sn:=Sym(n);
G:=[];
orbites := {{i}: i in {1..n}} ;
p:=2;
rep:=false;
while rep eq false do
polmod:=PolynomialRing(FiniteField(p),n);
k:=1;
rep:=true;
while (rep eq true) and (k le n) do
rep:=IsCoercible(polmod,S[k]);
k:=k+1;
end while;
if rep eq false then
p:=NextPrime(p);
end if;
end while;
polmod:=PolynomialRing(FiniteField(p),n);
SP := [(polmod ! S[i]) : i in [1..n]];
for k:= 2 to n do
deh0ahnm(k,~G,~S,~SP,~n,~sn,~orbites);
end for;
return PermutationGroup<n|G>;
end function;
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Résumé

Cette thèse est centrée sur la conception et l’implantation d’algorithmes permettant le calcul efficace
d’un corps de décomposition d’un polynôme f en une variable et de la représentation du groupe de
Galois qui y est associée. Les représentations que nous avons choisies permettent le calcul symbolique
avec les racines d’un polynôme.

Les algorithmes de détermination d’un corps de décomposition d’un polynôme par le calcul de ses
facteurs dans des extensions algébriques n’utilisent pas d’information sur le groupe de Galois du po-
lynôme. Les résultats de cette thèse permettent d’exploiter les informations sur le groupe de Galois du
polynôme provenant des facteurs déjà calculés afin de déduire d’autres facteurs sans calcul. L’implan-
tation de cet algorithme spécifié à l’étude des polynômes d’un degré donné montre que les gains sont
souvent spectaculaires.

Ces résultats utilisent des systèmes polynômiaux engendrant des ensembles de relations algébriques
entre les racines du polynôme f , appelés idéaux de Galois. Afin de pouvoir les traiter automatiquement,
une étude plus poussée de ce type d’idéaux a dû être menée.

Toujours dans l’objectif d’une automatisation du calcul d’un corps de décomposition, nous présen-
tons dans cette thèse deux algorithmes de calcul du sous groupe de Sn laissant globalement invariant
un idéal triangulaire. Ces algorithmes ne sont pas spécifiques à la théorie de Galois effective mais, dans
le cas des idéaux de Galois, la complexité du dernier de ces algorithmes est actuellement la meilleure
connue. Cet apport en complexité théorique se vérifie sur l’efficacité de l’implantation correspondante.
Dans le cas particulier des idéaux de Galois purs, ce dernier algorithme réalise au plus O(n2) opérations
arithmétiques.

Abstract

This thesis focuses on the conception and the implantation of algorithms for the computation of a
splitting field of an univariate polynomial f and of the associated representation of the group of Galois.
The representations chosen allow symbolic computation with roots of f .

The algorithms of determination of a splitting field of a polynomial by computation of its factors
in successive algebraic extensions do not use any information of the polynomial Galois group. Results
of this thesis use informations of the Galois group of the polynomial coming from factors already
computed to deduce some others without computation. The implantation of this algorithm specified for
polynomials of a fixed degree shows that the gains may be spectacular.

These results use polynomial systems generating sets of algebraic relations between the roots of the
polynomial f , called Galois ideals. In order to treat them automatically, a deeper study of Galois ideal
has been done.

Always in the objective of an automation of a splitting field computation, we present in this thesis
two algorithms for the computation of the subgroup of Sn leaving globally invariant a triangular ideal.
These algorithms are not specific to the effective Galois theory but, in the case of the Galois ideals, the
complexity of the last of these algorithms is at present the best known. This contribution in theoretical
complexity is verified by the efficiency of the corresponding implantation. In the particular case of the
pure Galois ideal, this algorithm needs less than O(n2) arithmetic operations.


